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^n ttefett S3ogen ^ab« i^ einige ber »ot^öflUdf^fJett ^lefultate weiner, 
ober t>ie breierfige ^^romibe öefutirten, Unterfud^ungen gefammelt« 
©ie ftnb a«ö einem grfcf eren/ bereite ttn aKanufcript »oüenbeten, 
SBerfe audgeaogen, tvelc^el i^ f(f|on tm ^a^r i826 in fOUni 3ftd, 
VI. «öcft/®, 565 unter bem Xitel: Slnat^fid ber breieifigen 
^^ramibe angefünbigt l^aht. ^a iDie ^eroudgdbe biefed Serfed 
bis je^t no(^ 'öinberntfitn unterliegt, feine Ohrgebniffe aber, meined Qv* 
a(l(>tenS, xnm nidjt geringem ^fnterejfejein biirften, fo glaube it^, fei* 
ner unt)erbienflli<^en Arbeit mtc^ untergingen )u ^aben, iDor ber <&anb 
biefen Sluöjug ju liefern, JDem ßwtdt biefeft ©c^riftc^end gemd^, ftnb 
bie S3ett)eife ber ^ier mitget^eilten, t>on mir oufgefiinbenen, ®&$e gr6f' , 
tent^eild unterbrii(ft ober nur angebeutet toorben. t)erjenige fiefer, 
weither mit ber anal^tiftlien Geometrie ter IReueren' »trtraut ift, wirb 
o^ne ßmeifel im ®tanbe fein, ft^ bii Sege $u benfelben felbft $u 
bahnen unb f^itrm^ ben wiffenfrfiaftlid^^en 2Bert^ jene« größeren Sßer* 
feS loorl&ullg $u beurt^eilen, 

?ln$ba(^, ben 22. iOctober 1827. 

Dr. Ä, «fö* (5 euer bat^* 
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®eke . 1^ obm ift Der Zlttl SinI et tu tig «orsiifeaett« 

s 7^ K g t>« tt. lieft — b« — d jlatt b» d. 

« l6j « 12 t>« 0. He« — b, — d ^dte + b, + d. 

* 29, s t !>/ tt; lieft tiid^t baft ^{c^ =• 
e AO, s 4 0. it« lieft ^^^: DB f{Att p^ s DB. 
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^ie bi^ciedtge ^^ramitie (e^ajtt)(fet Sefatittt(t(i^ unter äffen eott eSeitett @el[tenf(&/ 
#m eingefij^foffctien M«p^Ii#en i^iguttcf^/ üdd t^r^ einfadH^e stnb elementare i(i^r))er/. 
heu Jtftmlicfyen ^migejeic^iietien >9t;Mg> »el^en bal £)retecf in t)er<SBene unter allen 
«geratltnigen gftgitrenbbfi^tt^ 'S>eiin> gtetd;ifrte riian f!d^ -bi^e atö aod fauter Siret/ 
(den 2;ufammeng^e|t^ «>or#eKen tatitt;' fl föntten and^ eiben fo alle ^oft^eber buYd^ 
gehörige ^erbinbung breiedftget ^(f^Mn^Uti ge^tlbet toerben« ^^erner^ glei<j^n>te m 
ber. C^Sme brei 9^itnfte fttiD;. i^e br«i^ X6f(Anbe DOd einanber bte £age unb aire 
@tft<fe mtedi^erabltmgenSDrtiectd 60flimnKn; fi) 6e(lmtinen im 9taume mer ^Utifte 
iinb.i^r,t fe<j^ 3(6{lSnbe t)on einanber bie Sage 'iinb aKe Simenftonen einer breiecfiV 
gen^^rmnibe^ ®ittb ba^er irgenb fr^«, »on^eihanber unab^äingtgc, ©tücfe biefcr 
9)i^rmnt^e bur(i^ i^e ^5tallten auögebvfidPt/ fo ttnrb man a\x^ umgefe^rt/ mit |)aife 
bicfer \tiii ©leid/ungen^ bte Sßertl^e ber fe^ Äiiitten/ unb fomit aller £)tmenfto/ 
nett ber .^^tdmibe/ oud jknen frd^-^täd^en jn'Bereii^nett im ©tanbc fem; worauf 
man baS/ iitin Probleme ber ebenen -Strigonometric analoge Problem im ^anrnt 
tegröttben fann: ^tud^fed^ö, n^on rirtÄftb-er unab^Ängfgen, ^t^öcPenber 
^ ^r am ibc"^ (bereu 44 «n ber J^'gur unm^ttel6d^ fk^ beftnben, ndmlic^ mer (Sei/ 
tenflÄ^eto mit i^ren fe^« SSinfeln^, fec^' ^^inten- mi i^ren fflnfjc^n SBinfeln, jftSlf 
gSQittW, wek^e bie Äomten mit ben @eitenflfi(i^*n-W(ben, unb öer förperlid^e tJn^^ 
^It ber 9J9»amibe)rbie. übrigen: jtt^ered^nem' " ^ 

Die aagrmeine>.a«e mdgliii^en gfdtte umfaffenbeV* llüflßfun^ btefeö^roBfertV/' 
UK((i^ei feiner/ ö^rjÄgUci^ ^Jmftifd^ett/ SÖid^tigfeit tüegÄt/ ben SCttel einer befonöern 
Difci^iW/ ttma ber Tetraedroiaetrie, fi<^ jueignen n^irb, ift bi« je^t nod^ nid^t 
geleifttfc »0tbeni rJBeitrögf j^iejui^m-bf»« ©uler buri^ -bte ^f^ähölung De^on-* 

6)riitio . jiMnulIa/nm ]inigiuä]!il ]^rdptfkUl)am<, qtüfibaV aoKcki * itedrli plbnrd'ii 
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«unt praedita (Kot. Comment. Acad. Petr« ijSS)^ de Gna in frilteit ProposiüoM 
neuTCj)^ 4et non xnoins utiies ^ue «uri^iues^ jsur le Telmede^ 4>n «ssal de Tetrae« 
4roinetrle CHistoire de l'Acad. roy.An, 17833, la Gr.ang/e iit ttt Iberfipmtnt W>^anb$ 
f ung ; Solutions ünalyticjuca de quelques probl^mes eur les Pjrramides triangiilairea. 
(Noav. M^m« 4le l'Acad. de Berlin 1755 •$• 3o), l'Hnlie^r, Leg^ndre ju« a* ^tlxtfttU 

S)en jerflen ^erfu^^ biefed ^roUem in feiner ^KgemetnMt S» be^anb^n^ $at Caf« 
not iuti) me^re , in feiner G6oin£irie de poaition |erfheuten ©ftfee, :unb votj^fkp 

lii) in feinem Memoire «ur la xllalion, qvl «xiate «ntre les distances jr&pectirea 

de «ing poinis pris «dans Vespace, Paris 1806 jttnternontnten^ »0 er a6er beii fßmiäi 
fittflerte/ t)a|feI6e einer forsfäUi^eren IBear^tutttg j^ewdrbtget ju fe^en/Ztiibem et 
fiii gröpjtentl^ild JDomit J^^njftjgtey bte Sr^jgen 4Uf iS^i^ttigea |tt Ihringen/ o^nt 
fie feI6;ßf ,^ufju(ffeit/ 4)t)er Xric SRö^gUc^feit l^rer äti^^g jtbtimd s^in^ »otitu 
UxiiiUn^ @o ifi man 3. 123« in 2^ier 5ten ^wf^a^e: %ud.j[i^i ^^^ fielen &xöt 
pen/ n^nttld^ iber fei^i Stanttn itnb bed |)a(6mefferi ber in bte 9)^i 
tamibe ^efd^rielbetten ^iijBel/ tit fie&entr gu finben^ bur^ Sliiffleltiind 
ter ©(ei^uttj: S)er brjeifa(iE^e ^n^alt Ibejr ^^mmibe ift j^t^^ ^^^ ^tos 
tufte «au^ i^rem 1Xmfün%t in teitt ^enünstttJt ^iilinteffer ^— we((^ 
©(eid^ung ita^ Stnfä^runjs ber IRanttn vier SBur^el^rdjßeii tnt^&tt --*- von ber n^a^M 
ten Sluflöfun^ nod^ |{emti<!^ toeit rntfefnt IDlit ^gteidl^er I93efngm0 fdnnte baS ^aiiy& 
t>rob(em bti gangen tStemoird mit ter ©(euj^ung: IDie alge^raiftl^e @nmmt 
ter S^n^alte ber fünf ^^ramiben^ X0tlä)t fünf 9)»»'^^ tm SVaume 
bt^immtnf ifi ^Ieid)iRuH/ f(f)on itnmiUelftat na(i^ ber britten SCufgabe^ n)el/ 
'4e jene l^n^afte in :Sßert^en ber je^n ä(6jl&nbe l>er fänf fünfte wn einanber auis 
^ubritcf en lej^rt / ^\& ^nfgetöfl bttvaä)M toerbem %ixi) (eftnbet {i<^ in biefem M^ 
moire, 'ober in ber beutf(i^en lteberfe^iing,\«^C^e ^^err ©d^uma^er bem 2teti 
SJeü[e feiner Geometrie berjSteHting/ muna iSiOf ^nge^ngt ^at^ eine 
fehlerhafte ^uflc^fung/ iiSmIi(^ tera&ten ^ufgafit: ^toif^en :bcn fed^d 9ßin^ 
lein/ n>e(d)e irgenb bret @e^itet^fUd^ien t>er ^^tamibe mit ben/ i^/ 
ften refp^eftive gie£[.enö6er liegenben/ Tanten ttnb einer beliebigen 
gerab.cn Sinie bilttn, iint J®(ei(i^ttng }tt finben; beiin bit bafelbfl jii 
®runb gelegte $orme( (50) ifl für bie SotttVfletnente j^iefer SSinfel nid^t onu^enb^ 
hatf »t^^etlb au4) tu fär fte «ufgedeKte Stcltttton^ utigtftig i^l^ unb feilte yttU ht* 
flc^t Segt man 9* 9« ble ZtMß^n^ak in im bec .^antm f} g, Ii, fo toerbrn 



von htm &inu9 btt SBInfeC •y ^r r^ ffink^^Uidr 9ha[f IMsegen ber britte g(eid^ 
ttm ®inud eines ber Sßinfet m, n^ f> ^n^ffc^tf toe(i;^en btet 96ttire(n fi^ atöbann 
out leitet 9le(attoti eine fliegt tbeitttfc^r ®&t^ttng ef gdbeA bur^ mldft man miS 
jmeien biefer 9ß{tifet. be» britteti (iitbetf fifttnier tt>aj» (itiiiiif|Ii(i^ tflr -r- Z>aj|egen 
fuiDen folgenbe )ii>el ViifgaSen l^ter il^r @felle> liAmlid^i? ' 

A. 3»{f(i^enibeirbrri»i»reItrAn^er^e iVgtttfr »rei ©eitenffÄc^eir, 
übttam^ bie {^tirir ^egeiift&er (legetibeit Tanten ber ^yttfntibe 
iftit iinatiber Silbeiif un^ benjettigeir brei Sßinfelir/ totläjit tint tts 
litbi^t (Shint cttr ^xxatt jtjinit mit ienet^ brei(f Senea biibeti^ eine 
©(eid^uttg gu finbettr 

: B. 3mif^eab^n brei SBitifertt/We^^etrgetitr brefS^eftettfU^eir, 
ober audf bit iffneti gegenafcer Uegenbetr ^atrtetr ber ^^prattiibe mit 
etnanber Silben/ unb beitjenfgetr brei äßitffefti/- metd^r tinthtUti 
hi%t d^^etie ober gerabefiinie mit biefett breC Ranttm bitiftt^ tlnt 
Gteid^utisg 3tt f{tibeir# 

(Si^ ftteif n&uAxäf bte SßinfeT/^ M^erd^t bie leiten Weit DBC . DAC. DAB^ ber 
^ief^igen breiecCtgett^ ^^romibr DABO mit einanber hilüttr burd^ a^ by c; unb bie 
9Bittfe(/r toet^e b(e Stantm DA, DBy DC mit tmcmütt bilbeit^ bur^ ^ /S» y mge^ 
(ftriger Crbituttg; be^'c^itet/ fertter 

1 — coB a* — CO» h^ ^^ coa fc^ -r- « cora oo9 B cor cr.±s ^' 
1 — cor Ä» — ^ cos /3* ^^ cos y* + 2 cos m cos /3 cos y =^ ja. 

gefegt; fo gffii^ic^t bett iit A. entl^aUetun SlufgaBett burd^ bte Uibm ©leid^imgetu 

äm^ sin a^ — cuwp (cos b cos c ^ cora)^ 
n^ diu b^ -|- a mp^ (cos a cos c -^^ cos 
p^ Wk ic^ -^tr m» Ccar a^ cor b Hr^ cos 

f dkS^ MA tf^ -^ 91^ tip im j9 suir y cor 
. . :: ,1* ssr < *^ sin jSf 4*^ ir mp sui «: ^ yr cor )3] 

ip* na ya **- 2:mii sin « sin /3 cos,y^ 

@(ttil0C/- tir baetr jfefter bte nr, nr, p f^wo|( t)tV (^oftmiK Onrfent^etr SBtnfcI/ tvelc^e 
cnie Mubtse «6ate ntö; Ntr^iitiiiflA^ctt l>BC|. 0ACy DüB BdR^cf^ aB att# b{e 
Gfottf terjenism adtnferA ivi% etne ^(w^ige .$«««€ £nifr mti btefhr @ettenfläf 
^ 6i(b(tA t»8«fhlt(tr l^ntiMr, JDif in 9. cnt^Alinrfrt Ktifg^ti; «^ (litb bur^ 
tfe ^m ®Ui(^ttngm 

1* 



•9 4r. •• 



d^Äln» sin ba — 
f Ip * sin c* — 



— ^/2 fip^ 1} «ini€ /»Sil 
2 mp. ^in a sin c .f os b| 
2 ma sin a sin b cos 
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jm^ sih «a ^ ^. np (coi /3 -cos^ — 
n a ejn /3ft.>yjr* 2 »p ößOS 4»! CO»^ 
•1* * W y*f+ 2 »n,(cos « 9ps Ä 
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fttt^cMft/tn bereit jcbet feie m, i»', p fowo^I feie (Jofinu« berjemgcn SBinfet, »et * 
^e cünfftieKeitise gerab« Stme mtt bett Adnteri 0Ä,' DBj DU ({(bet/ a(d au^ bie* 
©HÜ» b«^ftiiöftt"3®mfet; h>ft^e eilte IWfcHgt^feett'e- ttrii bitfen Äwiteit bitbet, 
vorfleOfen f^nneti* • - •' 

2Cttfj4bert':flii^^f5mmlI((l^ mit ber aHgemeinern aufge(6ftt 3tt)ifd^ett- bcit fec^« 
SSBikfielrt./ welche trg^ttb tter lÄaumgröfen, beren jlebe eint ^6eric 
o-btts^ÄjPdJJi^^i^ie fcin-fännv 'mit drtÄtft^er bfftJett, eine ©leic^unflj' 
jtt finbem ©a it&mttc^ fowo^I ber (Sojinud be« SBinWd, ^»clcfcfri'iwei <56mm ' 
Dbtr. gti)^i MjearÄbe Kisten mit emanbcr btlben, afö out^ bcr ©muß bcÄ Suinm«, 
tt)e{<^en t\M Sfeciic mit einer gcroben 8inie bttbet, tit bie gurm (i + nN 4- P^)t 
\/>^ -:[: ^2-^ 4- p2j (1 ^ nä +-P*) gebraut •tt)erbe» farttt, tDü tie n, p, N, P burd^ 
bte ®(et^ungen ber Ebenen, unb geraben Stnien gegebene 9(udbväd(e )9prfteKen; fa 
(at man ^ierbft jtbeimdt fed^ ©feid^nogen biefer-^ctnt: 



♦ö 



1-1- XX' 4.yy' = 
1 + xx'"-{- yy* 



'^ x=z'xz'' ni 
^" = s 2*'' pj 



\ — 



• — -Äi 



(1) 



1 + X"X'" + y"y'^/ £= x^V in' 

1 4." 3c' x"' -f y y"' '=i a^ 3B'^' w 



O) 



WO Ä = i/^i -f x^ + i^^/ . «< === fl/"* 4-rx^? *f . r*-/ Ä*' ^ «=^ 'jV^i + »"^ + y"* / 



*/// 



B'" = j/^i ^ x'''* 4. y''^. geftftt.ifti. bie mx^^j? p.@wiMÄ «fc* Sofinu* ber Dor^ 
liegenben SBinM, unb bte 7^ yo'au^ bett @(ei^uttg^ btri.^ii^oris?n=IDimrnftonen 
beflimmte 8tu0brücfe tjorfleffeti^; ©itjibirt man* mih trgenb eirte . »er ©leic^ungen (1) 
bur4^ iebe.ber Reiften r.^bmen/.fufl^t. att< b($ i»({6. eiitjlfitKbeoen; &Uii)Uüi(ti tdt^ 

y%;:P;'!?. ?ö'»n^'ii2l1>it2^/',..'n»» Ä.,P' Vwt>: |MNK«MtVfcÄwfe(Öet-itta»9eiiöjieme «6«^ 
btefet;',,$le^n|I^O»^Ä,^^:>«r#^M.^Wt.^i^f^ ^^®l(ii|mit!KnnOl) .««» fol^e*«^««»';) 
für btfr beliebigen ©röpen x, y, z, x', y', «', x", y", z" ^iHtigttt/ 9tUH9n<4 \)'i 



m 






^^ +. Ä^)* 4. (X»' _ x'z)* + Cyz' — jr'z)« =;= rr' ~ *, • 
<iy/ -^ x'jry (x'^y'/' — x"'y '0 ^ {xff ^ ~x'») (k"z"' — x'"z'0 + (y»' — y''«) Cy' V'^ — y" VO 

<xy:'*" -j- x^y "jB + x"yi' -r- xy ' V -r x'ya" — x"y'z)* = jrr'r" -— ry'* ^ y^^ L_ ^//^ ^ a^iSy^ 
ni^ttjpl^en r^^ = x» -f. y^ 4 ^a^ ,/a — x^ 4 y*% j^ z'*,;r''i =3 x^'^» + y*'* -f- «''*', 
«lib .XX' 4- yy' + iz' == ^, xx'' + yy'' + w" ä^ ^, .xx^^' -|- yy"^ + »3b"* == y 

xV" -f-y'y''- + 2iV" = i8', x'x" + y'y'^ + z v =? y' iff, bie »erlangt« ©leic^ung : 

1 — m* — m^^' -j- m^m'* — 2 n pn' p' 4" ^"»'*» P ^ 
— n * — n '2 -|- n ^n '^ — 2 mpm'p' -J" 2m n'p | 

' t©a6 bu Unterfud^ung rein getmietrifdjcr Stgenfd^aften ber ^^ramibcn BetriflfJ, 
fo M tinÄ la Orange in xAtXi ermfi^nttt Stb^anblung t\n xotxXti ^J^Ib eröffnet/ 
inö6efonbetc bnrd^ bie bafeftft tjorfornmenbe, aber bi« \t%i nod; nic^t gel^irig be^ 
a(if)tet ge^t^efene SCiiffßfung ber Aufgabe: ©ie Sage eine« ^Ju'it'teS aud fei/ 
n^Tt 5lBfl&tibcn \)on irgent brei ©eitenfUc^en ber «^i^ramibe gu 6t^'' 
fl imnien* (Sie fftl^rt ju einemiSag, weicher ate befwberer gatt in bent nunmehr 
6efannten affgemeineren enthalten ifl: '^tnn manben ?tbftanb jiebe« »on 
fünf beliebigen ^itöften im JRatime t)pn einer beliebigen (5bene itt 
beif 3fn^aU berjlenigen y9ramibe muttipticirt, xot\i)t Vxt J^ier Äbrt^ 
gen fünfte befümmen; fo ifl bie algebraifd^e ©umrne biefer fünf 
^H:otii<te gteid) Sflull* 

es feien nSmliiJ^ a, 1>, c, d, e bie StbflÄnbe einer beliebigen Sbene j)on. fünf 
beliebigen fünften A, B, C, D, E außerhalb berfelben unb ä, /S, y, >, % bie for^ ' 
i)ertid)en 3n^ftlte ber breiedfigen ^^ramiben BCDE, ACDE, ABDE, ABCE, ABCD; 

fo ift f = « + ^ 4" y H^ *> w"^ et = a« 4" ^^ + ^y "f" ^^^ »etd^e ®fei^ 
jungen jun&^jl für bie 8ag^e beö 5^unf teS E innerl^alb ber ^^^ramibe ABCD gcb 

ten» ®ejt man aber, in bicfm ©leidjungen jiebcg, "twca je jiüei unb <kVL^ je brei 

ber «^9 ^9 y» ^ negati)^; fo fommt ber O^ünft E ttat^ unb nad^ in jeben. berjemg^n 

vierje^n Sl&ume außerl^alb ber T'^ramibe ABCD ju liegen / loelc^e Sludbe^nun^en 

t^rer ^ier ©ritenflüd^eii }nit einaiiber beflimmen« . @ejt m^'a bogegen in eben biefen 

©tei^un^en 4eb<S / banitijie jtoei/ unb antj^ j[e brei ber ^^ ß^ y^ i gleid^ !Ruff; fo 

fÄfft ber^^tinft^E tia^ «nb nad^ in j[ebe ber ©eitenft&d^en ber ^^ramibe ABCD, 

battn in jeke i^rer.fec^f ^WiUn unb enblt(^ in jlebt i^er t)ier Sden: loobei bie So^ 



gen M ^untM E in ,ben ^fuSbeJ^nungen bcr ®e{teiifl&4^m mtr in ben Ser(An<)»' 
rangen ber Xmtm i^ieber burc^ ge^^rigr SSerfinbenm^ ber S^ttiftn ^t ßy yy I cuk 
gezeigt loerben« — &t^t jene beliebige G^bene bnrd^^ einen ber fünf fünfte ^ fo ^ 
man ben befbnberen ^aUf ju n>eld)en la Grange^ir tfufföfang jener Aufgabe fd^rt« 
^er 93ett)et^ biefe^ merfwifrbtgen ®aitSf weld^en i# im ^a^tt 182S entbetft unbr 
in Ofen'« 3ffi* (f- 6^«* ^eftf 1826. ©eite 5^57 aW bir ©ninbfÄgf eine« neuen 
(SaIcttB/ ber SVet^be ber eoorbinirten ^oefftcienfett/^ (Mgeffinbigt j^abey toirb burd^ 
{Berechnung ber 3n^(te ber fönf ^i^vami^M a\x9 ben rec^fwinriigeir (Sootbinatm 
i^rer G^cfen fe^r Ui^t gefa^rt«. SRetne« 9ßi{fen« loar e< bi« ba^in imbefanntr IDie 
9rt/ toie 9ltrter t>on ®auf in einem (Schreiben an (Sifumaäfttf mläfti im 
9(n^nge ju feiner ©eomettie ber ©teKung 11. X^^ abgebrucfr ober htnui/t x^^ bic 
Soorbinaten ber merfmArbigen fünfte tintS $htmn S)reie(Ed befiimmt/ l&^t tfetmu/ 
t^eu/ baß er auij i^m benigfien«^ bamal« unbefamit gewefen^ @tnb nftmlid^ d, d^, d^^ 
bie ®tiUn eine« ebenen £>rete(f« im 9{aume unb «, b, 0; a'^, b^, c'^; a'', b'', c'/ 
bie rec^inftigen (^oorbinaten ber benfelben gegenaber (fegenben (Bpil^tttf fo fUib 
bie Soorbinoten t)om 9Rttre())unrte^ be« in baffclbe befd^riebenen IKreife« - 

(d« + dv ^ d'^a'o : (d + d^ -f- d^o auf be? «Jte ber x, 

(db + d'b' -f d^'b'O : (d -f d' + d'r> r # « t y\ 
(de + d^c' + d'VO t (d 4- d^ 4- d'O ^ ^ < r «, 

au« meldten fiäj bie Soorbinafen ber brei/ , bie ©eiten be« !Dreie(f« außer|^alb b^ 
rü^renbeu/ «Greife ergeben/ tt^enn man in x^ntn nadf unb nac^ jebe ber Stittn d, 
d^, d^^ negatio fe^t ferner fTnb bie Soorbinaten t)om 9Kitte())unFte be« um ba« 
S)reiedl befc^riebenen Greife« ^ n^enn r, r^, r^^ in geb^riger Drbnung bie 3(bf}Anbe 
ber Suflt>un(te ber/ aui ben @pigen be« !Dreied(« auf bie gegenöber tiegenben ®tif 
ten gef&ttten/ 9J«t»>enbiW bejeid^ne«/ 

(ra + r'a' + r'V) : fr -f, i> -f 'f'O ««f ber 9xt 6er X, 

(rb + r*' 4- '"b'O : (r + »' + ^'0 « ^ « * JTi 
frc + T^^ + '"c'O ' fr + r' 4" '"J r ^ » r af j 

unb bie Soorbfnaten i^pm Sfflittetpunfte be« Greife« ^ mläitt t>ut^ bfefe brn ^up 
pnnlu ge^t/ 

Kr' + r'O « + (r + r^ a' + fr 4- rO a^'J f i Cr -f- r^ -f- ''0 ««f b^^^ Are ber x. 
Kr' + "f'O b + fr + r'O b'^" Cr + rO b'T : 2 fr + r* 4- «^^ » • » • 7» 
Kr' + r'O c 4- fr -f- r'O c' + fr + '0 c'^J : 2 fr +/ r' + ^0 * • f f » 

%n^ Ußt fi(^ au« biefem @a$e loeiter ableiten/ bof^ t»^n 9S q^^ q^^S 4 « « q^"^ 



«» Öi^bitunö no<6 hlt «»flÄnbe Ut n BriteBigen fünfte A', A'', A>'*, .., A^"» 
im Staunte ton tiner ititb ber nAmli^en BcItcBtgen (Sbtnt »otrflcKen/ otöbaim immer 
2Wei fRtlatipnm iii^tt %cxm 

p/ 4- P" 4- P'" 4- ... 4- P^°^ == o 
tStatt ftnben mäffeti/ top bte P von btn, tbtn fo tnbictrten/ fünften unah^in^i^t , 

_ ♦ 

f<r)»er(k^ 9l4ttme Bestic^ttett/ mläft fid^ ^ui Jbm al^f^raifc^en ©ummen berjenigeit 
temdP tgeti ^^romibcn bilbtn , itel^e jcbr ^al je K>\tt ber n — 1 ftSrigeti fünfte 
IbefKittmen^ 

(5d feictt nun X, y, a; x', y', z'; x'^, y'^, 2^'; X, Y, Z ber Orbttuttfi nad^ 
bte red^ttt>mHtgen Soorbinaten ber ^Jwnfte D, A, B, C, E unb » =3 «i, j8 =b«, 
^ = cf, i = di; fo jittb "M ßoprbinaten be* ^^unfte« E 

X =: ax -f bx' -f ex" + <U''' 
. ' Y = ay -f ky' + cy'' 4- dy"' 

Z = az 4- bz' -f cz'' -f dz'^ 

4inb a + *> + c + <l== !♦ ©iefe bftr ©rdfen a, b, c, d, welche v\i)ii anbered 
ftnb/ aI6 bte @jc|)onenten ber geometrtfd^ett SJer^&Ittttffe/ vx it>et(^eit bte 3(bfl&itbe ber 
Gbetten ACD, ABD, ABC \)ont ^uttfte E uitb bett i^tten gegenftber (iegenbett Scfett 
ber ^9ramtbe ABCD ju ejrtanber fle^eit, ttentte id^ bte, ben Scfeti A, B, C, D gu^ 
georbneten^ coorbtntrten (Soefftctent^n bed ^uttftej E. Sa man aud o6u 
gen SSJert^en ber X, Y, Z mit ^üfe ber ©lei^ung ä + b + c-j-drp:! jebe ber 
©rdßen a-, b, c, d elittttniren fa«n, fo beftimmen trgeitb brei ber/vier Soefjtcieit/ 
teit etneö ^uttfteS feine iBage xn Segte^ung auf bte ^pramibe ABCD^ Um bagegett 
ttmgefe^rt wx% jetteit Soorbittaten bed ^unfted ferne ))ter (^oefffctetitett gu berec^tteit/ 
fud^e man au6 obigen t>ier ©lei^ungen bieSßert^e ber a^ b, c, d, toe((i^e.ber Orb^ 
nwtt^ nad^ 

d X -11 Y4-^ Z^3D) : 8« 
d' X — ,' Y .4- ^' Z — 8 «) : 3f 
d" X — n" Y'4. ^" Z — 5 ») : 81 
(J'"X — i,'"Y 4. {""L — 5 ,€) ^ 8i 

fuib, »0 feie 5, K, i\ V-, »', ^'; I'', u", ^"; I'", «i'", C""t>«< 3n^ölte ber ^ro^ 
jctttonen ber ebenen 2)rete(fe ABC, DBC, DAC, DAS auf bte coobinirten @6enea 
(yz), (x8), (jcy) unb bie ID/ 9C/ ®, S bte ^n^afte ber ^'^x«m\)tti b^jeii^nen, wef* 




^e eben jkttt !Dv»iecfe ju @rmibf(jl(^etr/ unb bett Ur^utid M G^rbinatm^flfitt^ 

^ur 9fmetnf(^aftK(I;fn ©pt^e ^abtn^ V 

©inb ilbrisenö bie (S^oorbtnatcn tinti ^unUti in ber ^orm ' t 

gfigefecn, wo bu M, N, P, Q t^on bm Soorbinctten bet Srfen bet ^^ramibe ABC9 
ittiabjKlnjige ^ö^leit »orflctten/ imb cdiflM-j-N + P-j^Q = 1/ f^ M »an 
(mi obigen aßert^en bet X; Y, Z • - 

(a — M> X 4- (b ~ N) x/ ;^ (c _ P) x" 4, (d — 9) x''' s= 0. 

£egt man nun bte coorbtntrte @6ene ber ya& nadi) tmb na^ in jebe (Settfnfl&(i^e 
ber ^^ramibe abcd, j. JöVin ABC, fo i(Jx' = o, x/'=fo; x'/'äo, folglid^ 

a = M, tUn fo b = N, wnb c = P, unb d = Q. 

gftnbet hingegen bic ©Uic^uifg MrfN4-P4-Q = i nid^t jlatt, fo ifl btefcd 
ein üRerfmal, bttf ber ^unft nirfjt ber ^9ramibe"anae^ore, fonbern wn ber ßagc 
be8 tt)iQfüM^# flJ^wÄ^lten 6oorbinatenf9ftem3 abginge/ unb feine Soefftcunten »er^ 
brn tt>{cber mi) obigen ^Jonneln berccf^net* 

J^ierauf grÄnbe fc^ nun ein neue« Soorbtnatenf^ftem (im erweiterten (Sinne bed 
SBorteS), in welchem an bie ©teBe ber eoorbi«aten.^2txen irgenb fe4)8 \)on eindnber 
unabhängige SÖimenftbnen ber ^^ramibe/ ferner an bie (BuVit ber brei Soorbinaten 
eine« ^nnfUS feine brei, (rgcnb breien ber t)ier (Scfen A» B, C,D jugeorbneten Soef^ 
itcientetf, unb flatt bet 9laumgröpen fefbll, toel^e mit ber Ur^j^ramibe in JBejie^ung 
gefegt werben, bie (^rponenttn i^rer gconietrifd&cn SSer^ÄUmife ju gleuf^nomigen ©uf^ 
wenftonen biefer tretem • ©ubfTituirt man n&mlic^ in irgenb einer, burc^ bic ®oor^. 
binaten iV«t jureid^enben fünfte au«gebrüdften, 9laumgröfe bie oben aufgefegten 
formen beV ßoorbinäten, fo ijt nichts ilbrig, älä bie eUmination ber Soorbinaten 
ber @cEen ber ^^ramibe ABCD auSjufü^ren, moju bie SKet^obe ber ^rojectvoncn bie 
geeigneten J^ilfdmittel barjJietet %ti (^runfcfage Mnnen ^ier6ei bie oon la Orange^ 
in angeführter 2tb^anbl6ng aufgejltettten Slelationen *) bienen, na^bem fie aber für 
ein beliebige« ' red^twinfUgeS eoorbinatenf9flent, bejfen Urfprung nici^t in einer ber 
©cfen ber ^^ramibe liegt, auSgebe^nt unb umgearbeitet worben finb, J£)(erburcf> 



> 



geomcirie, ttii^ ▼. Straf znicki: M gnaH. JDreie^/ and lU breif. ' ^prtCniibc / SBÜtn igi?* 



ergeben fiä) tio^ kret ©t^fleme fold^et itnb bunl^ gegenfeittj« ^e^'c^ng btefer mit 
(iiUHibev unb bejRt ecflen tto^ me^re p(^fi br<ttt(!^b<tre ^ovnte^/ burc^ n)e(c()e matt 
tm (Stanbe ift^ bie (SUminatton ber Soorbtnaten ^u^ 6emerf|leUigent JpUt folgen 
bie 9(uflj(fungen bcr lpanftprt>bUnit ^ in todä^tx tuvijaui Die Quabrate ber ^am 
ttn BC, AC, AB, DA, DB, DC ber dtti^t m^ buttf) f, g,.b, f, g', h' »orgefteHt 
finb* 

1, %ui ben.(S4)efficienlen (Wtter fünfte i^ten ^6|tanb txrn eitt^ 
anber ju finbem. 

e* feiett bie, ben Qden A, B, C, D gttgearbneteit Soefftcienten jweier fcetiebu 
gen ^Junfte a, b, c, d be« einen, «nb a% b', c'> d' beft onbecett/ (biflbaS Sua^ 
brat i^re« Slbflanbe« »on elnanber gteic^ 

Ca — aO (d' — d) P + (b — bO (d' — J> g' +'(c — cO (d' — d) hO . 

(b - bO (c' - c)<EJ+ C* — «0 Cc' - c) g + (a — a') (b' - b) hf ^ 

a* 3ltt« ben Soefficienten breier fünfte btn ^n^Orit be«, bwrc^^ 
fif beflimttiten> thtntn ©reie.cfd ju finben^ 

1 S8 feie« bie ©oefficietUen ber brei fünfte a, b, c, dj a', b', c', d'j a'', b'', 
c", d", unb -. V » 5 ' 

ab' 4- a'b" + a"b — a^b — a"b' ^ ab". =: y ' 
ac' + aV + .a"c — a'c — a'^c' -^ ac'' = ß 
bc' + J) V + b''c .— b'c — b''c' — bc'' = <* 
de' -f dV 4- d"c — d'c — d'V — de" ,= y' 
db' 4- *'^" + *"t — dO) — Vb' — db" = /3'r 
da' + d'ft" + ^''«^ — *^* — d'V — da" = ä' 

fo i|l ba8 ßuabrflt be« »ertangten 3fn^altc« gfeic^ 

2««' Cgg' -^ bbO — 2»i3f g + 2Ä /8'f g' + 2i3 Ä'gP + 2y Ä'hP v 

a/S/3' (fP — hbO + ar^yf h — 2« yf b' — aß y'gh' — ay /31ig7^ 
2yy' (fP — ggO — ?y3ygb — 2j8'y'g'b' — a^yPh' — 2Ä'/3'PgY 

— »afi — ß^g^ — y^h» — Ä'^f"* — ß'^g'^ — y'^h'^J 

S. 5(tt6 ben Soeffictenten t>ierer fünfte brn 3n^alt ber burd^ 
fie Beflimmten bretecfigetr ^J^ramibe ju fittbem 

(S9 hUibt %Uti wie in ber t^origen SCufgabe, unb bie Saefftcienten tinti mu 
ttn ^nfte« fefen a'<^ b'^', c"^ d'"j fo wr^Ält j!(^ ber verrangte Sn^alt gum 
äfnjalte be/ 5>9ranribt ABCD Ipfr 

(a — a''0 » — (b:— b''0 /8 + (c — c''o y 
|tt Gfinj^ 

2 
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IM 10 4^9 

.4* SSoit jebet jtt>eicr Beliebigen ^traben ßinien finb bit (E^tffU 
cienten trgenb jweicr in i^x ibefinblid^en 9)unfte ^egefeem 2lu« bir/ 
fen ben SBinfel, xotid^t jene mit ^inanbet Hlben/ ju beted^nem ' 

(Si feien bie Soefftcienten vierer ^unttt E, E', E'^, E'" n^ie ju\>Dr a, b, c> 
d; a',.* 4-, a"^*j a'^'*:^; fo iff bet Soitnu« i^& SBinfefö, weisen bie ^eraben 
fiinien EE', E"E"' mit einanber Hben, gleid^ 

[(d— dOCa'" — a'O + (d''— d-'OCa'— a)] f -f- {(b—^Xc^''— c'') 4. (b''_|>'")(c'— c)]i 
Kd—dO(b'''—b")-f (*'''— d"0(l>—I>)lg'4- Ka— a^Cc'^'— c'O + (a"— a''')(c'— 0)] gl : 2pq 
[(d— d')(c'''— c'o4- C J'''— <l'"Xc'— c)] h<4-I(a— aOCb'''— b'O -; • (a^'— a'^OC*»'— *>)l hf 

wo p, q bie 3l6(Wnt« EE', E"E'" ^^eit^neit» 

5* 5Sott jeber 3tt)eier Beliebigen Ebenen finb t)ie Goefficlenten 
trgenb bteier in i^x befinbli^en J^unfte gegeben» %üi biefen ben 
SBinf el, »eichen jene mit einanber biiben^ ^u Jbere^i^nen» 

(58 feien bie Soefjtcienten feij^fet fünfte 

a ^ b , c , d ted ^ünUci c :; A ^ B ^ C , D tti ^ntitM E 
aSt'icSd' ^ '« c' 5 AS B', C , D^ s s E*- > 
o'', b^', €'', d'' :s f c"5 A'<; B'^ C", D'-' $ s E'' 

«nb 9t, ©, <5, 21', ©0 G' bie ttSmlic^eit gfunftionen Wr ©rößeit A, B, C, D; A'..., 
n)el(^e in 2 bit ä, ö, >> «'^ "/3', j/'^on ben a, 1), «, d, a'..^ finb; fo ifl, tomn 
<J) ben tjerfangten aBin!e( 4inb 5^ a bie 3n^afte :ber ebenen ©reiedfe «eV, EE'E" 
bejei^nen ^ - ^ „ 

(««' + ä'JD (gg' — ]^H^) 4- tiS»^ 4- /3/») (f f — UiO 4- <y6' -f y®) <fP' — ggO 

— (»58 4^ /SM) fg 4- (äSB'^ 4- ^'a ) f i' 4- iß «'4-^'» ) g f'+ (y 2I'4-«'(S ) hf'i 

+ <«<s 4- ya ) f h — («6' 4- y-a ) f h' — <^ g' 4- y^a ) ^h^ _ <y ss'+^^eo g^' 

— (/3ff + ySB^ gfc _ (i9'S'4- y'»^) g'h'_ (Ä'E' + y'aO f'^^'— («'93'4-i8'aof'g'' 

6» 2tu8 ten (Soefficienten btx beftimmcnte» ^^unfte einer (Sitnt 
utib gerab.en iStnie ben Sßinfel, ioe((^ett fie miteinanber bilben, ju 
bere^nem. 

Q& bleibe Slded n)ie in ber t)or{gen 9(ufgabe; fo iR ber ©inuS bed Sßtnfeie, 
toelci^en bie gerabe 8inie EE' = p mit ber (Shtnt Ui ©teiedd eeV == J bitbet, 
gteid^ 

, KA' — A) Ä — (B' _ B) i8 4- (C' — C) y] : pJ. 



MI 11 «• 

r, %ui ben Qotfficitntcn bet ffinbputiftc jweier gcraben Sinieit 
bie ©röffe i^re^ Farjeflen 3(6(ianbr^ t)on einanbtr jufinben^ 

(Si bleibe 5(ffed »ie in 4*/ fo ifl ber filrjefle Uhftanb ber geraben Sinien EE', 
E"E'" »Ott einanber gteic^ 

3 9^*1/^*^+ E'* — 2EE'co8 (E,E0==3^:|/'E''4. E'''2:_2E''E^'^co»(E'SE''0 ^ 

jvo ^ ben au« (3) befannten, 3ftt^art ber ^}}xamibt EE^E^'E''-^, unb bie E, E^, 
E", E'" bie anhalte ber ebenen ©reierfe E'E^'E"^ EE^'E"-^^ EE'E'", EE'E'^ be^ 
jeic^nem SSertaufc^t man nun in ben 2(u8brücfcn ber ä, /3, y, «', ^', y' fccd §♦ 
2/ bur<l^ud bie ungefiric^enen Siic^iiaben mit ben breigeflric^enen^ b^ t^ bie a, b^ 
c, d mit a"', b"', c'^', d''^, nnb bejeid^et bie atfo entfianbenen^luäbräcfe ber 
Steige nai) turti) %f ^r ^r^^r 9^r <5^ f(> fommf (SS. 2. 5.) 

E» 4- E'* — 2 EE* CM (E, EO =. 
2 (« — «) (ä^— «') Cgrg'— hbO — 2C« — «) CS — »)fg + 2(Ä — « ) 08'— »of g- 

2 03— SB) 03' — »0 tff' — hbO + 2(ä — axy— €)fb — 2(« —21) (y'— 60* h' 
2 (y — 6) (y' — SO tff' — gg'> — 2(j3— fB) (y— <f)gh _ 2(/3'— »0 (y'— SOg'H 

2(0 —SB) (ä'— ai'> gp + 2cy— 6) (*'— aio bp — (ii-^«)afx ^ (^^_ ao^ f^a. 

— 2(i3 —58) (y'— 60 gb' — 2(y — 6) o3'— »') bg'— (/3~g5)*g» — (jS'— JBOV*' 
^2(ä' — $r)(y' — eOf'j^'— 2(«'— «0(i3'— »Of'g^— (y— 6pb2 — (y*— 60*b'a 

S)iefe formet/ fi> n)ie au^ bfe in i«. a. 4<^ 5 mitget^eiUen. StnSbröcfe ftnb ini^ 
befonbere für bie ©ereii^nung ber ©imenfionen ber ^9ramibe auft i^iren Tanten ent^ 
n^orfem iDa aber bie ©umme ber t)ier SoeffTcienten eined jjeben ^unfte^ ber (Sin^ 
^eit gleid^ ifl, W '<*««: man febeßmat fÄmmtlidie, einer iinfr ber nftmlid^en (Sdc g*. 
©♦ ber D jugeorbneten^ Soefjtcfenten- mit |)i(fe biefer ®(ei^ung, eliminfren^ %16^ 
bann erfd^einen fcie 3tu«brücfe (Or (4) in öer Jorntt 

«f + )8g' + yh' -f- y' l/'f^co» <? + j3' l/'fh/ co« tf- -f- «* l/'^coe x 

unb bie SCuibrädfe ber 'Aufgabt ff (2) ^ (5) unb bfefcr in ber %ovm 

«A> + ßB^ ^ yC» + y CO« (A,F) -f. /8' cor (A,C3 4. »'co8 (B, C) 

WO bie «, ^r y gunftionen ber; ben (Sdfen A, B, C jugeorbneten; Soefjtcienten/ <(>, 
4-, X bie SBinfef,^ Wili)t bie Tanten- a» ber @ptgc D mit einanber fcitben, von 
fletten, itnb A, B, C bie ^n^alte ber ebenem ©reiecfe DBCtDAC^ DAB 6eje{(f;nen, 
@ona^ ifl bod jDuabrät bed^ ftt ber 1» ^ufga6e berlangten ^bflanbef aud^ gletd^ 

. («' — a)a^ -f. tO>^ — b) (c' — c> l/"^ cos ;t 
(b' _.b)«g'-f a(a' — a) (c' — c) t/^f^V co« 4. 
(c' — c)»hf-\- 2(«' — a) (b' — b) l/^P^^ co« <p 

2» 
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(M 



ttitt) Ux (Soflnu? t)e6 in Ux 4« tCufgaBe verlangten SBinfelS glei<j^ 

(b^— b) (b'^'— b'O g'+Ka' — (C'' — c") 4. (a"'— a*^) (c'— c)] l/^fH? cos tJ/S :pq, 
((/_c) (c'"— c") h'+[(a'— a) (b"'— b") + (a'"— a'O (b'-4)] l/'Fp.cos <p)' 

ferner, »ettn A, B, C, D bie ^n^aUt ber ebenen ©reiecfe DBC, DAC, D AB, ABC 
unt m, n, p, m', n', p' bft SBinfeC t^rer <56enen (D, A) (D, B) (D, C) (B, C) 
(A, C) (A, B) 6ejei(önen, bad Cuabrat bed in bet «♦ SttifgaBc i^erlangten 3«^afe 
tfd gleid^* 

^2A» 4. j3 2Ba + y ^C^ -f 2/3 y BC cos m' — a^y AC cos n' 4- 2»ß AB cos p' = 
02D2 4 y/aßa ^ j8'*0+ 2i3'y'BC cos m' — 2#^'DCcosp -f i^y^B €0s n =3 
ß2Di j^ y/2A* 4- ä'^C» 4 2»'y'AC cos n' — «iS^'OC cos p 4. 2/Sy'DA cos m ~ 
yaD* 4 jS'^Aa 4 ä'^B^ 4 2»'ß'AB cosp' — 2y«'DB cos n + 2yj3'DA cos m 

ferner tfl b^ Qofmuiß Ui in ber 5^ Stuf gäbe t>zxlanQUtt SBtnfetö au(i^ ^Uid) 

, Ä«A2 4 (j3S 4- ylB) BC cos m'. 

J8!8B^ — (»€ + ya) AC cos n'> : JA 
ygO 4, («58 4, ^«) AB cos 




^ 31 D* 4- ()3^' 4. y'JBO BC cos m 
yg* B* — (:» 58' 4 /3f Sr ) BC tjos ^ 
^'©/Ci 4- (ä 6' 4- y'Sr ) DB cos n 




»A 



^ SB D* 4 («'€' 4- y'«') AC cös 
y'ß'A* — (j3 81' 4 ä'SB) DC cos. 
«'2I'C* 4 03 6' + y'» ) DA cos 




U 




Sa 



y e D» 4 (ä'»' 4 i3'SlO AB cos p' 
JS'SB'A* — (y ST' 4 ä'S ) DB cos 
»'äl'B» 4 (y 83' 4 ^'g ) DA cos 

WO aBer bie A, B, C, p nid)t me^v bie (Soefftcienten bed ^^unfted E, fonbern toie 
vpr^tn ,bie ^n^aUeber ©eitenflAd^en ber ^^ramibe ABCD btitii^ntn* (Sntli^ t'fl 
noii^ tit ber ^ufiafung ber 7, ^uf^aU 

1(« — SC)a A» 4- a(i3 — ») (y — 6) BC eos m' 
(/3 — »)a B» — a(« — «) (y — S) AC cps n' 
,(y — O» Ca + 2(« — «) Ö3 — ») AB eos p' 



A 



15 9m 




Seted^ttuitg «nb SRelftttonen einiger i^imenftöttett, welche tm ^«nft 
in 23ejiet)Utt9 auf eine llr^j^ramibe mit \i\t^^ bejlimntt 

> • ■ ■ « 

^cnti a, b, c, d bie, ben ©rfen A, B^ C, D ber ^9raniibe ABCD gugcorb^ 
iirten, ß^ocfftcienten eme« bcKeKgen fünfte« J, un* «, /8, y, ) bie Qttobrote feu 
iier 3l6<l&nbe tjon jenen Sdfe« feejeie^nen; fo ijl ((5inU lO 

* = (1 — d) (af' + bg' + ch') -, bcf — acg — abh ^ 

Ä = (i — a) (df 4- cg + bh ) — bcf — dbg' — dch% 

./3 = (i — k) (cf + dg' 4- «* ) — daf — acg — dch', 

y == (l — c) (bf + ag 4- ^0 — *af' — dbg' — abh ^ 

n>o bte f, g, li, f^, gS Ii^ n>ieb,er bie jDu(»bral:e soon btn Tanten BC, AC, AB, DA, 
DB, DC i^orfledeiu 

Stimmt m^xi biffe t)ter Sert^e far6 erfle fet&f!/ unb bann au(i^/ na^bcm ile ber 
dlei^e na(i^ btird^ d, a, b, c multiplktrt n)orben finb/ jitfommen^ fo fommt 

»-TiP-ry-r« — |^^c_ ^b^.) f ^ (a + c — 4ac) g + (a+b — 4ab)h J '^^'^ 
ÄÄ + bj8 + ey + d> = daf' + dbg' + dch' + bcf rf- acg + abh . ., . . . (2) 

©ejt matt btefe ®r% a« 4- b^S -^ cj^ 4- d> s= V, fo tfl ferner aud xÜAs 
^ äSert^rtt 

V" + • = dP + eg + bb , 

V + /3 = cft + dg' + «h ,. ^jj 

V + y = bf.+ ag 4- dh'i 

V 4" J = af' 4- bg' + ch', 
titib (1 — O V — *» = bcf 4- dbg' + dch',' 

. (1 — b) V — b/8 = daP 4- acg 4- dch» ,| 

(1 — o) V — ,cy = daf 4.' dbg' -}- «bh ^ ^♦J 

(1 _ d) V ~ d» =: bcf + acg -f •1>1» 
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3ie^t man aUt jebett unb auä) je 5n)ei ber obt^ea Sßert^e von «^ i8, y^ i fflr'd 
erf!e fc(b{l/ utib bann atic^/ nac^bem {le ber Steige naö) bur(^ a, b^ c^ d mtt(tt))(t^ 
tixt (inb, jebeSmal »on ber Summe ber übrigen abr, fo fommen folgenbe SRetationen 

_ r(d — a— 2da) f 4- (d — b — 2db) g'^^. (d — c — 2dc) hO 
<*+ß+y-^^=^b4-c— 2bc)f4-(a4-a — 2ao)g4.(a4-b — 2ab)hj 

u» b, ä» 

*_f<^ -•> ^' + (^ - ^> e' - (^ +*')'*' \ 

*+P— y— »— ir« _b) f .4- (c— a) g -I- (a -f b) h j 



(5) 



((«= 



(6) 



tt. b» d» 



a« 



CA (2d— 1) (af 4. bg* + chO "i 
+ b^ + cy — dj— ^ ^^j _ jj ^j^^f _^ ^^g ^ ^^^ I 



(7) 



tt. b. ä. 



a« 



Tab (1 + ad 4" 20) •» — de (1 -f- 2a 4- 2b) h*! 
4-b0— cy— dJ=^^^ — aa — 2h) (dAf + bcf 4- dbg'.+ acgj 



(8) 



(dkf + bcf 4- dbg'.+ acg 
ttt t* Ü* 

^uS) tft au6 beit ©Ui^mitn CO uitb (8) 

(d 4- a) (dJ 4- a«) — (b 4- c) (bjS 4. cy) = daf' — bcf 
(d 4- b) (dj 4- b/3) — (a -f c) (a» 4- cy) 
(d 4- c).(dJ 4- cy) - (a + b) (•* + t^) 

unb bur<j^ ^bbitton ber ®Ut<^ungen (1)/ (2)/ na<j^bem biefe bur<j^ 4 muUt)){tcttt 
worbctt tfJ/ tto(]^ 

* (1 4- 4a) • 4- (1 4. 4b) ß 4- (1 4. 4c) y 4- (1 4- 4d) i 



=s itS' ~ bcf ^ 
= dbg* — acg Y 
= dcb' — abh 3 



C9) 



(d + a) f 4- (d 4- b) g' 4. (d 4- c) b' 4- (b 4- c) f 4- (• 4- c) g 4. (a 4. b) li 

SBenn a', V, c', d' bte Soefjtcienten etneS jwciten beliebigen ^unfted J' unb 
«S iS', y', S' bie Cuabrate feiner 3(bjlÄnbe t)on ben Scfen A, B, C, D bejeic^nen^ 
fo ift mit J^ilfe beS t^origcn ^axa^xap^cn 

jT'^ — a'Ä + h'ß + cy + i'i — d'a4^ — d'b'gi^ d'cli'— b'c'f — a'c'g — a'b'h , 
= ft«' + bj3' + cy'+ dS' — d a f — d b g' — d c h' — b cf— -aog— abh, 

folgK^ au6 (a) bti t)or* Paragraphen 

IF* = a (•'-«)+ b (/3'-i8) + e (y'-y) + d (S'-J), 
_ a'(,, - ^^; 4. h^Qß - /30 + c'(y -yO + d'(J _ >'), 



ü 



15 



unb ter merfwörbtg; ©aj folgt: 

^cnn bad £}uabrat bed ^bflanbeS jcber (Bdt ber ^^ramibe ABCD toon etnent/ 
in ber OberflAd^e {rgenb tiner i^ugel l&eliebi^ -genommetten/ fünfte bur^ beti/ eben 
birfet @(fe jugeorbneten/ Soef jtctenten bed WIxtttXpvintti tcx ^uget muUipItcirt toitb, 
fb i|l bie ^Igebraifd^e ^umme biefer ^ier 3)yobttcte eine <onftante ©röfe* ^ 

iSi feien R ber /^altmeffer, itnb <x, ^6, t, b bic (Soefftcienten 5)om ÜRittelpunfte 
ber um bie ^^ramibe ABCD J&ef(^rie&enen Sn^d, \c folgt wi itn 9le(ationen bed 
S* 1/ n&nilid^ aui (i) 



4R^ 

<iud (10) 



^ r(b + a — 2iba) f + '(b + * — nbb) g'+ (b + « ^ 4bö »^'"k 
~ |(b + c — 4b0 f + (a+ c — 4aO g + (a4-*— ^^b) h j ' 






8R> 



— 4(B + «) f +(« + c) g4- (a + b) h J' 



(lud (9) 



(b 4- b — « — t) R* « bbg'— «gl 
(t + C — « — t) Ra = bch' — «bhj 



aud (3) 




unb aui (4) 

(1 — 2*) R» = bcf 4- bbg* + b«h', 
(1 — ?b) Äa = feaf + öcg + bch', 
(1 — 2e)R* = baf -}- ^^g* + «W» ' 
(i — ab) Ra = bcF + Mg + aW» 

fe^rr burii^ SomHnattoit je ^tomr ber br« in (6) atige)et$ten ®Ut<^unden 



(1) 



O) 



(a) 



(4) 



(5) 



(6) 



^ * 



i6 



(<- 


- b) f + t> (S' - hO + « (h - g) = 


(f - 


- f>yg + r> (i' -ho + b (h - {) = 


(b- 


- a) h + b (f - g*) + c (g - = 



(r> 



(Si fei k Der %6{}^anb be^ ^ittdpvinUi ttx ßu^d ABCD »otn fünfte J, fo 

folgt OU« $♦ 2, 

M = + Ra -. a« — b/Ö — cy — dJ, 
= — R* + <U + I>i3 + ey + W, 

twjet fw^ fo3tet(i^ ergibt 
unb ^ 

'@u(^t man ani ben «ier ©(eitj^ungen . (3) bed %* ibteSSert^e ber a, b, c,d, 
mtd be« Orafeii f, g, h, £', g', V, «, /3, y, i, V, unb fe§t giertet 

gg' + hb' — flf' = P, ff' + hh' — gg' = G, ff' + gg' — hh' = H 

flPP -j_ gg'G 4- hh'H s=: Q 
fP -h g'G + h'H — 2 f g'h' = a. 
f'P + g G -f- h'H — 2 f'g h' = 85 ' 

f'P _jl g'G 4- J» H — a f'g'h = € 
f P + g G 4- 1» H — 2 f gh = J) 

f FJ + g'Gy + b'Hj8 — 2 f g'h'» s= Ä' , 

f'Py-j- gGJ + h'H« — 2 f'gh'/3 = 85' 
{'Fß + g-G» -f h H} — 2 f'g'hy = 6' 
fP«4. gG/3 + hHy — 2 fgh J = ©* 

fo baß älfo 

9 = f'Sr + g'a5 + h'g = f'© + h85 + g€ =3 g*© + •»« + ^ = t'S) + g« + fiB 
ferner 

-«' + 85' + €' + 3D' = «» + 83)3 + <fy + 3DJ 

m 

unb 

« + 18 + € + 3D = 288 n* 

{f(, n>o n Jbeti Htptx\ii)tn ^n^alt Ux ^tfvamiH .ABCD ^oxHtUtt fo ergießt ffc^ 



»7 



Qa = r Hr aiv,x 

pb = 58' + »V, / • 
Qe == €' + SV', f 



(1) 



- t 



Mmmt man btefr oter ®Iei((;unden fOrd erf!e fe(6fi(/>.unb bann an^/ na(j(^bem (te 
%tt fRii^t mij bur^ «, ß, yr l multiplkivt worben' fUib^ gufanunen^ fp tt^fAt man 

Y = (9 — «' — »' — 6' — ©0 -..288 n» -i 

= i%*» + a5'/3 + €'y H- ©'S) : (9 — «' — JB' — e — ©Ol ^''* 

@u6{l{tutrt man brmnad^ einen btefec 6etben Sßert^ t>on V . in jiebt ber ®UU 

^ttn^en (i), fo ift btc Hufgabe «afgetöjTr 

3lu« ben vier ?(6flÄnben cincS belie&igen fünfte« i&on ben Qfcfen ber y9ra^ 

mibe ABCD feiife vier/ benfe(6en ju^eocbneten , €oef{tcienten ju (ered^nen«^ 

§.6, 

©ejt man bie Betben Sßert^e ))(m V im t>or* § einanbet glei^/ fo ergiBt 4t^ 
bie Slelatiott jwift^en ben jepn 5t6ffÄnben l/^f, i/'g, |/Ti, i/^f, i/'g', |/^h', 
t^Ä,. l/"^,. l/"y, l/^i b*r fönf fünfte J,A,JJ,C,D öon einanbet 

(9 — Sto — »i3 — «y — ©Ä);» = 488 n* («'• + a3'/3 + €'y + ©'«> 

^ . ■ ■ 

t 

gffit bett Beftnbern Jatt, baff « r= ^ == y-=r a a= R» i^, ergiBt ff<^ an« 
bem ttorigen ^aragro^j^e» • 

24nR=sV^ 

tmb au« bw ©tei^ungen (i) be« %* s* 

388- n»* 5= a^: 2«8 H^J s= SB r 288 UH == S, 288 IPb Ä ©♦ * 

S» 8r 



/ f 



@u&iiitttict man.:aud beift >ov« S* bte^SSert^e m Q, 9^ ^^ <i^/ S> in bie 
Äclation bed-Sv 6.,-fi)'i«>itb fle 

,«<» +^ 9'ß + ry + »'räta'888 n» (*R« — a» - *|ff — ♦y — >») 



\. 



•• : . •; • • • s. 9- 

S^Sei^net man bie ^^n^atte ber tbmw Sreiedfe ABC, OBC' OAC, DAB bwrc^ 

3 
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D, A, B, C unb kic SBinfel i^rer Sfeencn (D,A) (D,B) (D,C) (B,C) (A,C) (A,B) 

t\xxi) m, n, p, m', n', p'; fo i(l 

f g'h' er: 16 (R»Aa — Qn^a») 

f'g h' = 16 (R^B^ — gn^b^) 
Pg'h = 16 (R*C* — gn^c») 
f g h s= 16 (R^D» — gn^b^) 

unb 

DSK Ä 16 (isn^fP — QDA C08 m) 
©SB = 16 (i8n»gG — gOB cos n) 
©e = 16 (isrnhH — pDC cos p) 
85g = 16 (isn^f'P — pBC cos mO 
ag = 16 (i8n»g'G— QAC cos n') 
SrSB = 16 (isn^h'H— (?AB cos p^ 

ffntwidtelt tnan tttm^i) bie Stelation be& §♦ 8t/ fo »irb f{e rxxt ^ilfe biefer 

gormelrt : 

A^Ä» + B^iS» + C V + D*J*^ 

-— 2^a(DA cos m — ^ßy&C cos m^ / 
— aJiSDB cos n — 2«yAC cos n'^ 
— s^yDC cos p — 2»/3AB cos f^J- 

aen* (a» + 6)3 + «y + bJ — R*); 

t»o(et man Bttnerfef tafi (S«4) ber ^oftor »on z6n*Um JDxmlbttitf vom X^tanbe 
k M Ranfts . J «om tD{ttte()>un!t Ut S^u^tl ABCD gleich ifl^* 

§♦10» 

^uhfiitmxt man tn itt, tut vort^tn S» defuitbenen/ Sielattett tit Ufanntm 
Sßert^e ktt Zlmtvatt Ut ©eitenflA^en aud t^ren SanUri, unb 

16DA cos m=:f(— 2f — r+g'4-g + Ii'+h) + (g — hXg' — hO, 
16DB cos n s= g(-f f + f — 2g' — g -f- Ii'-f h) + tf "T J»)' (<* — 1>0» 
16DC cos p = h(4- f* + f + g' + g— ah'— L) -j- (f -- g) (f — gO» 
16BC cos m'ai f'<— P— üf — g'4- g+ h'4.h)-i- (^— •»OC«''^ k) » 
16AC cos n' =1 jg'(+ f + f — g* — 2g-i- h'+ h) +, (f — J»0(f — fc) » 
16AB cos p' = hrC-j- f + f + S* + g— h'— ih) + (f — gO(f — g) 5 

fo wirb fl«: 
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2% (J — ») (t—ß) + 2fll (J _ •) (J _ y) + 2g h (J — j3) ii — y)' 

. 2fg' (« — J) (« — y) •+ 2lh'(«— J) (« — ^) -j- 2g'h'(» ~ ^) (« _ y) 

2gf'(i3— >) (/3 — y) + 2gh'(i8- J) 03 — «) + 2f'h'C3 — «) (/3 - y)| 
2hf (y- J) (y — /3) ^-ahg^Cy- J) (y— «) -f afg'Cy- •) (y - /Sy 
^ 2ff KJ + ») 03 + y) — 2J» — 2)3yi — f» (J — »)a _ f a 03 — y)*l 

— 2gg'[(X +• ß) (« + y) — 2S/3 — 2»y] — ga (J — )3)a — g'« (« — y)a 

— 2hh'[(J -i- y) (» -f iö) — 2^y — 2«i8] — ha (i — y)a — h'» (« — /3)» 

(24 nk)*. 

^widtlt man bur(i^aud/ fo ergibt ft(^(SS*4. 70 eine 9tektt9n von 130 ©He« 
tttn, bit nimli^t/ mlä)( Carnot Cos^oire 8ur la relat No. 58) oufgefleUt ^at. 

^dr ben ^fonbertt ^aff/ baff J tit eine ©ettenftdd^e ber ^^ramtbe x« IB. tn 
bic ©beite ABC fftfft, ifl d =: o; mit^m au* ber^ tejten ber ©leic^ungcn (i) in §. 
5 unb bem erjlen bafelbft für V gefunbenen SBertl^ 

ÄSsn^D' 4- (9 _ atöt — 58/3 — gy — DJ) © = o (i) 

Orbnet man biefe @Ut(^uii$ mäf ^ubfütution bti SBertl^e* 9on SD' nad^ ben «, 
73> y; ^> fo Mtrb {{C/ mit ^i(fe ber^ tn S* ^ aufgeflcKten ^ormdn unb folgenber 

J76n»f gV + 8P = lepA» 

876n»f glt' + J8* = löQB» , 
576n»<Vh 4- S» = l69Ca , • 
576nafgh 4-©*=i6QDa, 

löD (}D oi- «A cos m — /3B cos n — yC cos p) = X) (s) 

obcT/ twü 6efanntlt(^ D = A cos m -|- B cos n -j- C cos p ift, 

i6P ((J — <») A 008 m + (J — i3) B 008 n + ( J — y) C cos p) = © (5) 

S)a flSrigend ^terlbet b«r ^n^aft ber ^^ramibe JABC ^Uidf-SIM witb, fo f>at 
man aui bem bttannttn, bur^ bte Tanten biefer ^^ramibe au^gebrödCten/ fSSevt^ 
berfe(6en no<^ bie SKetotton 

f» (-r+ g + h - • + /3 + y) 

g^ (+f - g + h + • - /3 + y) r ^ 

hy (+f + g - t + • + /3 - y) "- 



»- f/3y i.;,. gÄy -^ hÄ/3 — fgh. 



3* 
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tt)o^cr man crfennt, tpiejtbed ber fcüji JDimbtate f^ g, h, », /8, y oui ter fReto 
tion cthninirt tt^trben fann* -^ ' 

Oft }« S« J ber aRitte(t)uiift bed/ itm baS iDreied ABC it^xithtam Ruifti, 
bcffen i^fllSmeffict mlripe^ fo ergibt (t^ Aud ber SR^taticn (3> 

ober/ toenn i, l, 1 bie 9(6(tAttbe ber ^ufpunfte ber/ äu^ bett @t)t|en beS X)reiecEg 
ABC auf bie gegenöber Ciegenben (Btitm f , g^ h beffelbeti gefällten ^erpettbifel t)on 

etnairi)er bejeici^^oen/ mit J^Uft be6 in S. 20 meiner SlB^anblung/ (Sigenfc^afteit beö 

' ' 

J = (if 4- kg' + Iho : (i + k ■^ 1) — u» • 

, §. 12, 

@ine otfbere Stetation für iUn btefen (efonbern ^aU tt%iU ifO), wenn man i» 

o == S)' 4- ©v , , ~ 

V = («'» + 58'^ + e'y 4- ©'S) : (9 — a» — 85/3 — €y — ©J) 

fuBjlitttirt, 5ttöbantt tfl 

J> (r« 4- »'/3 + €'y 4- ©'J) = jy (9r« 4- »/3 4- €y + X)J — 9) 
Ober 

(«'© — STD') » + (»'X> — »©0 /3 4- (©'JS — 6D0 y 4- 9©' = 0. 

(?e tfl aber . 

«'» - aii' = <^' - hhwxr ^ « + f9(<f + ^- f ^> ^ + (^ - g ^1 , 
€'© - s©'= (ff' p^ - sr'ö^x^ - .) + h9|[^ + 1 - so y +(?-€) >)• 



unb 



fotgtid^ 



^hh'Ha — ff'Pa — gg'G* = (ff' + gg' — 2hh') 9, 
2gg'G» — fPP^ — hh'H» — (fp 4^ hh' — 2gg0 9, 
2ff' F* — gg'G» — hh'H» = (gg'+ lih' — 2ff0 9 ; 



'V 



, f (f— t€V^'>«»* + g<g— f'—hO /3a + h(h— f — gO y» 
' f<gif h-r-i) J«4-gtf-+-t — g) ^i3-f h(f-f g — fc) Xy 
. ... .(fV 4- gh' — afg + H — hh'jÄjS 

--<fr 4- ^g' — af h + G — ggO »y 
' „ _(gf:.+ M<.— 2gh4- P- ff') ßy 
._ fE* + ffG^ + HHy — 2%W • ■ . i- . 

, • - — .■ . .- • . ■ ■■■ • . . . 

La Cr/an^e ,*).enttt){dfeUe vfüt bu jt^it 3(6(län6e bcr f öttf B^UeHgen fünfte 
A,B, C,D,J tm-dtifume »ort ewanbrt bie StHatip» 

'— 2 (f'4.> — «) Cg^.rf^ — /3} AR cos p^ . • 

— 2 (f -f > — ä) Ch' + J — y)^C CO« n' -^ 
_ 5 (g'-j. J J- ß) (jt/ ^ J _ y) BC CO« m' ' 

Sie iff 4u3 b^n ©Ici^ungm 

^ (X — a )a + <Y — "^b ^ )a + (Z — c )» = j 

, ' — tX — a' )» •+ (Y — b' )a + (Z — c' )* = « 

<X — a" )* + (Y — b'' )a 4- (Z — c'' )* = jS' 
(X ~ a^'O» + <Y.-- b/'O* + (Z — c''')* = y 

a%Ieitet, mo i, b7c; a^ b^ e'; a", b", c'^^^ a''', b'", c^^; .X, Y, Z ber 

Orb^iung nac^ bie re(i^ttt>mfHgeh Soorbinatcn bcr fünfte D,A;ß,C, J Bejetc^ett^ 
®e1rd[)tet metrn triefe t>ter @Iei(^uti^ett atö bte dtnci^tttigeii t^bti mfCi emanber fd()neu 
benben Äugeln/ »cfd^e mft ben beliebigen ^albnteJTern l/^i", (/^ä, l/^/S, i/'y aud 
ben @(9en D, A, fi, C ber ^^ramtbe Bef<^neben ftnb; fo fann nmti ^termtt bie 3(uf^ 
(dfvng eine^ weit aUgemeintren ^rofctemö wfnüpfcn* ©le fe^^d Lieferungen i>om 
erfi^en (9rAbe/'tt>e((re ttc^^burc^ ®^btr<lction je ^n^eter obiger ))ier ®(etd)ungen. t>on 
einanber er^eben^ l^ejeic^en «Kbann bie fec^S, je- jtt^ien. biefer »ier Äugeln ^u 
metfifd^afttit^en / S)ur(^(rntttdebenen. <Zit firtb/ tt)fnn man fe^t 

X — a = X, X — V = x', X — a'' s= x'^ X — a''^ = x"' 
y — b = y^ Y— b' = y^ Y.— b*^ n= y", Y — h"' = y 
Z — c == z, Z — c' = z', Z — c".= z'S Z — c'" = z'" 



• *) Solutions anal de- quelques probl. soi^ Iss Pyramkles (M/mi.de Beclln. 1755«) ^ 
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n 



(Jl'"--R 



r/// 



■/y 



r/// 



p/// 




// 



//i 



+(«'-«){:.}=* 






>/M 



Ij _ « __ h' + g 



+ (b" -!> )i^' 



r/// 



r^// 



tz'"j (j — /3 — h' + f I 



+ (b'"-b)r^ J+(c'"-c 




(a'«__a' 




+ (b*'-b'o|^ 



tf/tf 



+ 






* — y -- g' + f ^ 

Iß — y — f 



>//. 



^ (b'"— b' 



■4/ 



+ (b 



^i 



p//« 



r«/ 



p/« 



r///l 



► /^/ 



1k J . • 1«.'— y -|- h* — r 



l* 



// 



+ (» 



^/ 







SSergtei^t man bie ©leiii^ttitgjett *er brei lOuv^^ifnittMtmn , welche je bm 
biefcr mer ÄugcUt beftimmert, mit tiimttbcr, fo fie^t man^ baf ftc^ jebe bcrfeI6e» 
burd^ -©ufetrdftiott bcr beibeit ftferi^cn tt6(«teit Wf t ^ierau« ergibt {iif ^er (Saft : 

(A> aSBetttt brei Äugeln einanber fc^neibett, fo f<i^neiben bie 
brei ®ur(i^fd^nittSebcitert berfflbett einaiiber in einer unb ber n&vx^ 
liefen gerabenSinie* ©iefe gerabe ginie b^iße bie, alten brei Äugetn gemeim 
fd^aftlid^e, ©e^ne* (5nttt)i(fclt man ferner ani obigen ©leit^ungen bie ©leic^ungen 
ber t)ier, je breien ber mer Äugeln gemeinfii^aftli^en , ©e^nen; fo erfennt m<tn, 
weit bie ©Icid^ungen je jweier ©eignen bie ber äbrigm beftimmen, bm ®a$: 

(B) SSBenn t>ier Äugeln einanber f^neiben, fo f(i^neiben fic^ and) 
tj^re t>ier gemeinf(i^aftli<^en ®t^nin m iintm unb bem nAmlid^en 
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ton X, Y, Z, welche auf t>erf(^tefcene ^rt aud ben oBigeit frc^d ©leiernden befHmmt 
warben fdnnett/ jfeKen temnaci^ tiicfyt aSettt bie (Eoorbinaten bedjenigen ^unftrd 
»or, beffctt 3t6jlfinbe DOii ben Scfen A, B, C, D ^tcid; l/^a, i/"ßy l/'y , V"« finb, 
fonbern jugtetc^ ani) tit (So(>rbmaten bed Getttrafpunftö t^rjntigen ))iet ^ugeftt/ 
»eld^ic au« Itn (Sdm A, B, C, D mit bcn ^albmeffern l/^i», 1/^/3, Vy, (/'S fce^ 

^ fd^riefcen finb* 3[m erflen Statte afeer tfl mit bcnfelben noä) tint pfcfger quabratu 
fd;er ©(eici^ung/ b« u bie Stelätion i\oxf6)tn Un ^e^n £iuabraten f; g, h^ f^ g^, h^^ 
• > /8, y, i jM ijcrHnbett» Die ben ©cfen p, A, B, C jugeorbneten (S^oefftcicnten bed 

_ Getttralputtft« bcr tjtet Äugeln ftnb ^Innaä) 

» — D [(J — ä) A 606 m 4- (} — )8) B C09 n + (9 «- y) C cos p ] : isn», 
a — A !(«(«- ^) D 008 m + t4& -r- i9] B co6 p' 4- (ä >p-* y) <3 cos p^J : i^n^ , , 
b — B I(i3 — X) D uo^ n 4- 03 — «> A cos p< 4. c9 ~ y) (D cos m^ : isn* , 
c — C Ky — 5) D cos p 4- (y — ä) A cos ti'4- cy — /3) B cos m'j : isn* , 

tDP tt)tcbet %/ Q/ 6/ c bte S^f^efffctenten t^^ SRütelpunftd ber Äuget ABCD ftnb^ 
©em ©ahe (B) ift in l^er Gbene folgender tjon Camot (g^om. d,e pos. No. 

3o5, ober ®^um* Ueberf* II. S£^* ©♦ io4) aiif geseilter analog: 

SBenn in einer @6enet)rei Greife ?inanber fd^neiben/ unb man 

{ie^t tuxi) bte jDur^f^nittdyunfte je jweier gerabe Stnien/ fo^ 

f(i^neiben fi^ biefe brei geraben l^inien in tintnt unb bem n&mli^ 

c^en ^unftf^ 

Qi feien au8 ben Stfen A, B, C beS eBenetf ©reteff« A, B, C in feiner (56ene 

mit ben ^alSmejfern |/^ä, i/^/3, i/^y brei einanber ftä^neibenbe Äreife ^«fc^rieben/ 

fo flnb bte ben Stfen a,,b, C jugeortinetm ^ctf^ntnttn tti ^utäj^dfmttipuntti i^ 

ter brei aemeiitf<i^aftU(i^en ©ejnen 

[f (g + h — f) — üf» + cf + g — li) /8 + (f 4- li — g) y] : 16D» 

tg(f -f h — g) — 2g)3+ (f + g — h) « 4- Cg+ h -1 ft y] : 16D» 
th (f 4- g— 1») — ahy 4- tf + h — g) » -f. (g4. I» — f> iS] J lÖD»"' 

tiefer IDurd^fd^ttittlVuiifi: %er "bret ^tmtin^^afttliftti'^t^nm fAKt mttt 
!♦ in ben ÜRittrtpüttft Ui um ba8 ©reiccf Ibifc^deBenen Äreife^, wenn »:==^==y 
2* in ben SWittelpunft be«. ift b«« JDreiedf ibefe^tieBVne« it^eife«, »enn 

• » — l^ghl = /3 — 1/ft" = y — l/'fg 
3i in ben Surc^fc^nttta^unft: beif btrei ^er)>enbifel bed ^reiecF^/ wenn 

* •— gw^ h =s j3 -i- f i^ h SS y ~ f — g 



■) 



•• 



u 



• f "^ 



« 

•' , . 2»'..— g — h =: a/ä — 'f — |».=» 5iy — f ^ g: 

5» tn.:t>e« ^(^»erpunft beä ©medfd, tt>.e.mi 

5* — & — > — aA — f .-r J»^ s= ay -n f — S. 



./ 



iff» 



* « 






•i 



, .1 . <' 

• 4 » . 



I, 



Sintis ttie m §». o« mitgetffettte g^prm. bet Stelattott 2n)if<9en bm jel^n Cuabra^ 
tcn f, g, h, f'> g'> ^S <*> ßyYi * ift man im ©tanbe, bai Ufanntt ^roblent: 
3u 53iic fcc^lubi8(;it-Äii,g^Ini cittc, fünjfte, ttxil^e jcbe -Werfet bcn bt^ 
rü'l^rt/ }u finbeot«/ mif etne'fe|t einfach ^rt. oufjulcifem ^S feien- ^n&mtic^ 
A, Bs 0,0 bie SWttte!»)imft^ bn t^iet Qt^Amtn ;^kgettt/ a, b«, c, d t^re J^ofbrnef? 
(er unb V ber ^albmeiTer einer filnften Ä'ugel, uretid&e jebe berfelben betü^re* 
©ejt man ttun in betangejcigten Stetation flott |/^«<, l/'/Ö, l/V> l/^* ber Orb? 
itung 'nac9 V -j- a, T'-j- b; V + c, V + d, unb • Äür^e falber' 

g (a^A* tf b*B» ^ c^G^-f-d^Di) . ) ' 

^ : ... V - VdÄDA CO»- m + dbDB cot n +r d«DO. ooe.J) ^i i= N ... 

a3Aa.4^b3B»+.c3ß?;-(-.d3D.^ ..;^ . ; 

^ da (d + a) DA cos m ~ db (d -f- b) DB cos n — de (d-f c) DC cos p 
p^ bo (b +/c) BC cos Ol' — ac (a -j- c^^ AG cos n^ — ab (a+b) AB cos p 

. a^A* + b^B* + c^C* + ^4D*\ 
-1 2d^a*DA cos m — ad^b^DB cos n — Äd^c^DC^cös p 
^^ .J. 2b^c^BC"cosm^— 2a*ö*Ä€ ctnf'Ä^ 

ferner aa 4- bb4- cc4-b<I = m, unb aa*^4:- bb* 4-^^* -h W* -^ R*=: p, 

.tt)o ta>ieb«r a/. b^ f/ b bie (^oefftcienten t>om ^Jiittehutnfte ber i^uael ABCt) unb R 

i^ren .^bntefitc 6cjeül^9«n> fo.fir#^ü«6 .1 . , [. ._.... 

$ttr teil ^e(oitb;rn Satt/ bafi ))t(,,£)6erf{ä«$m ^^ ^^'^^^ gegel^^nfn ^u^tt bur^ n^eit 
unb ben »ÄötUAen ^nft ge^it? ifl aöri^p « P folglich ' .' 

Carriol^ jet^tr Cg,^oja. ^e>9«. Nr. 857 pb,. ©C^MItt. Uc6e«f, J[I.j,J^p,.@» lj82) 
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«uf tlnt ®In(^un3 »om «#tm ®ral»~ftlM/ (nocrffi oS» jugliiii^/ tup fl(^ kiu 

:6te »Erfdjicbenen ^fiSr^ tvcl(^e ^nbtt in iBciic^ung Auf. dit^er« ob« inwn 

fdtt^xm^M^- fii^i^ y mit bcn Augdn a ,' b, c, d fldu ftnlieR^ »erben bur^ gcf 

"^^ri^f. .SB«;4(ib«i|n5,5er,3tif(ien bitf« ^ot^melfti; onjtjejjt.-, jHuiS) .lajfen fi(^ bie, 

'(|Q^r^ivite,if u]^)>,^oe^fifteQtj^, bed, .97!|tUetj)unft^, b^c Rvi^i V and bfni;0prt..9tjv 

Vagr(i)»^en o|ne ©c^wierigfcit benignen* . , „ ., . - ,• , ; .v- ;.;-. 

■ '§. 15. . ■ ' . - 

g« feie« D', A', B', c bie iCurfi^nitt8|)unrte ber geroben Sinien JD, JA, OB, oc 
mit ben @e{.Ui#üi6en>AP0, DBQi.QAC;, DAB; fo /finb i^re,; ben SefeniD, A, B, c, D 
.ju^orfptoi,, Cotffitijntj^ l|(5,SrfH!«"ä f«^:;' ,-1 ,...' ,i , -.i .;. . ,: 

, o, «;(« - i), biCl — d), o:(l — d)»e»9>u>(» D-, ; , ;: 

dj(> — «),o, b:,(l — .»), c.a — .) • >. A-, 
d!(l — ll). •■(! — b).». «•(» — b) • • B-, 

d:(l - c), .i(l -«),.).. (l-o),o ,, «■ C-, 

»0 d^ a.bjcwiebfr bie,^.oeffi,ejen^n beB fünftel J^^,orffeIIeiv . . ,,,;'. 

\ ' V $)»erou6 fplgl': ",' '. . , ■ . . 

■ ' Jt)' = d.JD, JA's a.JA, JB' = b.JB, JC' s='c/jC, 

olfo, »eil • + li.+'c + 'ä =? • 'l*/ 

JD';jrr-f'jA':JA + j?'iJB 4" JC': JC = 1, 

unb CS. 3) bet 3nM' ber ^^toinibe A'B'C-D' ajei^ ., , , 

- a«bodh i (i _ «) (i _ b) (i .— «) (1 — ' d) ' 

'■■;;; V5.'^iö. ■; ■ 

. ...^ ^jn (»ie.j^jn ^^-fWiib.,^ ^.f',. H"b: jf»e,J^|tf;(i„rW#rijbie(t ,a(to»e,„8iiiit 
mit beii' Konten i^f, k^g, l^^.jl^f;^ JU^^',,,l<Qi^,'b0,flpj((in)<>e,:^gn,ti(I)el, >« 
IDrbnung nai^ glei«^ «, ^, y, •', ß\ y'; fo ifl' (@. 4.) 

00. »• = [(1 + « — d) P + b (g! — h) + c O' — s)] : ikK'f' 

■ ^ ■" 'oojV— lfi4- — J) t»+> C k fe" — f)) • «W(CV • 

.««iH 3\jei;Kw|3d, oJ'11% 41- iiTi :^ i) fj^^ .k^ ■•""' 

00. y = [(1 - d) (g' - fo '+■ t- (b — .) h]-: iW's'' ■ '■ ' 

' ' .4 ' 



.- |,- • .v . •• • ; •• • .,••;: '.■" S» • 17»:. .•■•'; V'-.' : '■ •.;""';;'••) •.•;•# ntw 

tnt minttl, mli)t bte j^crabe Stiiit Jl> == i mit bcn (»eilen 1)BC, CAC^ fi^ 
ABClbitbel, fHf« •, /8, y, J;fp tft'CQ?, 6) ' . ' 

S (i — a) n BS kD «ia^, sau a kA nn «, »bn xä kB' na 0, 'ibil ss kC rin y. ' > 

^ «lei«<l^net ntati femet iit geraben JA, JB,'JC tvtif'y, k'',' k'"'M«5 bd 
9Eitiife(> leefd^e fie mit bett gegenoW Itegenben Seiten DBC, DAC',DAB;i^t(beil/ 
bMr<^ J', J", J'"; fo tft eben fo: - " • ' '^ •^' ' 

5(1 — a) n = k'A «in J', 8(i ■— b) n = k"B «in J", ^ (l — c) n = k'"C nn »*". 

9ltmmt man btefe brei ©(etd^ungcn mtt bct crflen feer obigrtt jttfammen/ fo 
fommt: ' 

9n s kD «m S + VA »in ^ 4. ]i^« iiB }'' 4- k^^C rill ^^. 

^üt ben 6efonbern ^att/ bafi J^ ttt bett tRitttfpimft ber tm bte ^^rmmbe ABCD 
(ef(^rie6cnen itugeC/ beten ^a(6meffer R fei/ fdlEt> er<^t6f f!^ a1f9 ^teraui: 

9n = R (D «in * 4- A am J' -f. B «fta V' + C »in J^'Q. 

^ §. 18. - 

SKan lege burii^' ben ^unff J unb jebe'ifante ber'^^r^mtbe ABCD eine (Sbene/ 
fo ftnb/ wenn %, ^, ^, W, ^' , 6^ bte ^n^te ber ^ierburd^ entflanbencn fe<l^< 
ebenen Z)reietfe JBC, JAC, JAB, jdA, jdb, jdc htyM^ntn, (S. 2) 

«a = d^A» 4 a^D* 4- 2adAD'co8gBi, , 

83* == d^B» 4 b^D» 4 ab^BD cos n , 

€* 2= d»Ca 4 caÖ» 4 2cdCD cos p, ' * ' 

Ä'a = b^C» 4 o^B» 4 2bcBC cos m^ 
SB'a = a^C» 4 c*A» 4. 2acAC cos n' , 
6'a = a*ß» 4 b^A» 4 2abAB cos p*; 

rtobunl^ 8tt9trf<l^ bie «nfgafee geWflifi: «u« böi eoefttd(ttlen eiW^ttnif(e« fnine 
«tftdnbe t)on ben Äanten bcr^i^ramibe ju Wcx^henJ '^ ' "^ ^^^^: ^'^ j'v i;m 



» t < - ) .— . tt 



©ie< gSJinfel/ «>et(j^e bie i(<xtXv^^^i, yr^ ijj^ir, l^f'Jf^i'j'Ivi^J»' ^^ ^9* 
ramibe ABÖD mit ben gegenä^e^Jieäwiften €?be«n;,^^V# %^ S bilben, 

feien •»^öiy,«', k', y'i^n^mU*,!^ .bet S^nfe^M l<^iW^^^ SBinfel 

ber l/"g mit ©'/ m, f. f,/ (• iHcOf. 6.)j •» - * u - rj -^ v s.) 



\ 



iinb alfb 



5(d -f- a) rt =: «»'AB *». V^^V »(b -f n ±= «' ria *.V^f, 
a(d 4- b) 'n s= e «in jS'.V^g'V ' 3(* 4- c> H =s te'jia i8.V^g, 
8(d 4* c) n =: € «in f.\nk*t. »(•'+ *>)^ =^ ^^.«n- f.yhj 

»n == «/ sin *iV^ -(i : « «n W.iTf 



\ ■ i , ■ f - • 

Sßfnn «, /3,. yi «S j8^ 7^. bte aSMufef« ttx%.tte $i>eti( ABC mit bm $6f/ 
nett ber ©reiedfe 2(/ IB, €, 31V ©^/S' Wft»et< 6«jet(^tictt; fo^ ift CS* sh 

' . 91. toop tt z^ tff -^ iA CO» m, . 

S GOfr jS = bD 4* ^ <209 >>) 
, . V <£. «6# y 5=. cD. -f dC ce» .p , . 

V cos «»^ = bC cos p-*cB cos a, 
S^cos ^< :^ cAoo$m-r-AG co#p, 
ff^ cos v^=; aBcosn. — bAcoam; 



folöti 



lÄ' COS »' -f" bl8' C08 )S' + cS' coa y' = o 



$. at. 



e« feiett <I>, 4-, ft'bi.e SBittW ber(56«tteti «, «'; ©, 8'; €, ij', f* tfl(Q?. 5) 

SK'' cos ^ == — acDB cos n — jäbAC cos n' + abDC cos p -f- dcAB cos p*, 
SS^ cos t)/ =.— bcDA cos m— - daBC cos m^-f" c^^DC cos p -f- dcAB cos p^j 
CS^ cos % =s — bcDA cos m-— > daBC Cos m^-f acDB cos n 4~ dbAC cos n^. 



•■' r 



' «Sr* CO« 4> -i^ »8^" cd» vf/'+'€^' ' 0*5 X =^ «• ■ 

■■"•''■$; fta, . • • • ' 

ff e felÄ t,^ G; H, F', G'', H> *t> Jhtt^i^ittlpiittfte ber Äattteit i/^f, i/^g, 
l/h, v^f, l/^g', Vli' inil: tm «Jette« «^ «', €'/«, ©, €, itfirnKd; F ber 
i;^ «tit «', G ber l/g ittit ©' i». f. f. j f* ütrtb bfe ben G?(ftn D, A, B, C ju^e* 
orbttcten Goefftctentett biefer ^mä)\iinitiipixnUc 



^ 



r . . 



i d : (d 4- c), p, 0, e. :. (d +. c), . • , j . ft' . . , , 

o, o, b:(b + c)^c:(b + c) ^e< ^^unfM F, i 

o, a:(n -jr. c),i!a, ]i5:(Ä +.«) ' •* K : G» 

Wolter man erfennt^ baf bte gerabeit ^men FF'/€e^ HH' (bie ©urd^fc^mttMt* 
nicn ber Qitnm H, 31'; ©/ 53'; (5, SO btfc Äanten DA, DB, DC^ BC, AC, Aß 
ber Orbnung nai) in bcn 3$er^&(tmffen d:a, d:b, d:c, b:c, a:c, a:b fd^netbett/ 

flf iptl&fl'aJer btttt^ ben ^Jwn't '•' in benJSCT^Attnilfeit d + ä^ ^ +'«>«> -f- l»: 
a + c, -d -f- *:'a ^^b get^'eüi ft)bben. Umjeft^irt folgt ^t>raiie> bdfl/ Wenn 
bie Santtn ber ^»ramibe bttr<l^ bie- ^linfte F, =G, H, F', G', H' «Ifo get^eift 
(inb/ taß 

AP' • DF^ = 1 ; », BG' : DG^ ?= i : /*, CH' : DH' = i : y, 

unb • • *. 

CE : BF = /3: y, CG- : AG sa <^j 5/, B*I : AH = ä : ß 

tfl/ MO «{^ /8, y JbeJfieHge 3öi^'f<f« tJorftelTen, aWbahti bic'gcraben gimett FF', GG', 
HH' eittonber in einem unb bent n&mtiiftn 9)unfte fifeneiben mü^n. Jflr bcn 6e/ 
fonbern galt, baff de = ab, alfo d : a = b : c = <r+ b : a -f- « «nb d : b =: 
a : c = d + a : b + c tfl, etgifct jt^: 

AF' : DF' =3 CP : BP = JG : JG', 

* ' 'Bg'': DG' = CG : AG = JP: J^^ ' '' ' '' 

WO(rr ber 16. ©aj in Legenrdro, Eisens, de Geometrie, litre V. fblgt' 



§. ' 25. ' 



t 






ipte oier G?6enen FfG'H, F'C»H, G'FH, H^G fi^Uef e» rjcine 9)9ramtbe ein'/ 
beren 3n(a(t glei«^ 

löabcdn « (1 — at) (ä — «b) (1 — 2c) (i — id) 

ift/ unb ber<n ^(fen in ben geraben Suitett^v,JA,)JBv JC ;«(fi^. I{«den^.-,bfi| i^re 
Sbfl&ribe »on ben ^^tnp, A^ B, C ji^ |u.i{|c«nj,S(5fl4nbeif.i»9m .fünfte, f »er^I^ 
ten/ tt>ie i : 2d/ i : la^i : 2b/ i : 3,c». ^ecnec <jwb. bie ^n^olte ber % 
DF'GII', AF'GH, BG'FH, CH'FG ber SRei^e n«^ ^Itidf 




• 



/ 



I 



«9 



dacn:(b + d) (b + a) (b 4. c) , dabn : (0 -{- d) (<> + •) (c + b) , 

b« SfttMt *e* Ortaebw« FF'GG'HH' g(et(^ 

aabcdn :' (d + a) (d + b) (d + c) (a + b) (a + c) (b + c), 

unb 



PF^ = (dbg' + acg + dch' + •bh):(b + a) (b + c) — d«f 



(d -\- a)a •— bcf : (b 4. c)». 



GG *= (daf' 4- bcf + dch' + abh) : (d + «) (• -|- c) — dbg': (d + b)*— |«sg : (a 4- 0)», 
HH'*= (daf 4- bcf 4f i^g'.+ ik«>: (d4- e) (a 4- b) ^ dcb': (d+j«^»— «bh :(a+ »», 

^ ^: & if. M»' (b 4^ <^)*' Fr''4. (d4- 1,)« (a 4- (I)* GG *+' '<^ 4- c)* "(a 4^ 'b)i ^lÖp:^ ' ' ' ' 
.nM;..::n":>'J V-ÄT^ 4.:k)*jSUfi:*m/t!a4- h)i^ '-f1oiaU{i'iHhi.\ -.i \ .. : ; . >; : 

bo (b -f- c) f 4" ac (a 4" o) g 4* ab (a 4 b) b > 
— Ca» +ba4- c» + d») <:f'4 g* -j- h'+ f 4 g 4 h)) 



« « - 4 



.i'i 



(eh ^^itnen'isifaQtA^ttl) 'bie: ^It^tte berie&iiifii 2>rr{r<fi^ ipel^etut. &teftA^t)oit {jleiteii 
Ott«9ef<^ttittm »erben, in gehöriger Orbnung bnntl^.Ä^ 3',X'^ B' begelc^et^ • fo ifl 

i B^ mif^ d)>I>* A^ aK XI — «** Av »- =a (t — b)» S, C<>{a '(i — c)« G« 



.^ I». t 



V^EFTI) 



— .- / . — 




i/vrö 



'.I 



I ^^ I 



I .-.-.•, I — . . 






•i 



9Cu< bem fünfte J feien auf bie (Seitenfl&^ett ber ^^ramibe ABCD fenfred^te 
gerabe Knien gefättt; fo ijl ber 5n^aß:Aer.:^9ramibe,.toe((!^e bie $uf))ttnfte biefer 

4A°B»C»D» = (•'"'^ +* dbcAi'+ 'dacB*'lf dabC«>. ^ '• : • ' 1 



»•-..' 



«*..•■ » » < 



4 ' ^' 






* : 1 



« « 



i ' • r 



:. i 



p« 



■■-■r- ' i (' "■ 



TT 



T^rT^?'''TT?^T 



r . 



C-, •l-.-J,-: i: 



' r 






•-> 






y V 



f ' J V 



^, 






^ »f »» 



1^. r. • 
■ j . i < » 



i^; : • ... ~- «• 



•-.l 



X /■ 



, - / — • * 



t 



11- - ( 



- ;:..:-- 









3 m e i t f t'- ^ t f * n i 1 1 

t r 

oietr fünfte tn ;^)id^und auf iioe Utp^tamH mit bi^etr befHtnmen. 



p I 



^ 



9 fefen btc btn Qätn A, B, C, D ter Urt^^ramiftr ABCD §ugMrbneteit dotffU 
cienten {Weier bcHcHgcn fünfte a, b, c, d lei cintn E utib •', b', e*, d' bedaiu 

EE< Mit bm Äwrten »^£, |/^gy Vb, i/'f, t/«S t/'b' fcöbet^ taw^ ;», Ä,'.f.^ 

iireof »M/^ s (d «ff *' «- d< — t) fi- -f" (b' — b)^ (ig' — b) + <o< — «)<hf -^ g), 
«reo» iS'.\^g'= (d + b' — d' — b) g* + (a' — a) (f — b) -f «/ — c) (b' — f i»i 
arco« y'.V"b'=3Te4T-f f -r 4t-r ^)b' +<«^.^^ai^ (f ~ g) + ^' — b) (g' — f), 
arco» « .V/^ = (b + C -i- b' — 'c) f -f '(d' — d> "fg' — Ko+ (ä'— a) (h — 'g), 
«reo« j3 .V^g = (« + 0' — a' — c) g -f. (d' — d) (f — b') + (b' — b) (b -. f ) , 
arco» y .V^b = (a + b' — a' — b) h 4- Cd' — d) (f — gO^ (C — c) (g — f). 



t: 






-§. 27» . 






®tiib «7 j@, V, t bie 98uife{^ Meiere bte gcrabc Sfme £ß' m(t btn '^etmf 

DBC, DAC, DAB',:;A9e Wb^t/ f«> »ft (®* 6.) 

rD nn 9 = 3(d' — d) n , 
r A sin « = 5(a' — a) n , 
rB «in ß & 5(b' — b) n, 
rC sin y =; 5(0' — c) IL 

CPe fnm bnr^ bte gerabe 8inu EE' unb jebe (Sät ber ^ramtbrABCd. Shu 



sc 






1 i 



Ut aBtnftl; «M iie^^cM EE'A'nifi »nr BGD'litbet, ivk^ • 

, '•■•-"'.' «" /'■EE'ß i - •;' 'ACD • 'i '^ 3 

D' 00» » = (bc' i^ b'ö) A coi m'^t^c^ — "ä'cyB-coa kk + (afi* — aO)) C coi p , 
A' cos • =3 (bc' -*- b'c) D C08 m -r (io' — d^o) B cos p' -f- (dV * d4>X C €o3 n^ , 
B^ cos )3 = (äc<U1)Vo) D eos^- — (de' — r^c) A cAs V 4^(d«t — d'a) C cos m<, 
C' cos y s= (lO/^ Vir) ß cös p'^^'<db'— ^VI^O A c»s i^4^(dÄ*— d'a) B cos m'; 

iinb älfp •^' '.-''' ■ ' ^' »' '' ' -''^'' --■'•' '•';'- ^ 

DD' cos S — AA' cos « + BB' cos ß — CC' cos y := o. 

punfttn itUv bcr Stavttn f-"" •-'* ■•'••'^ "'•»' '• ' ' '-' 

, <., .o:. ;) yv^ yr^J,., ^^j-; ^^p-, ^^;. jy-fe . - " . /. 

■_ /i. --..., :.•• ip/o, h,;f^6*, tt',/ • 

|0 Ifl 



> < 






P =a (da' — d'a) IJ unb .F' = (bc' — b'c) n , 
G = (d'b — db')tt ' G* = (a'c — acOn , 

VI (.^d<*'-r-« «>■: F'..J-^<b'.;^ » Q<.,:*r XC .^ ,c). H<.Ä?, o. ,_.. ,, 
,n (r«^<»'---r-^d)«'-r:|-<>';<r-b)^>l(.TF.C«'.«:-«).'G^;F?li?.,-- '. 



trab 



(h itkn a, b, c, d; »', b', c', d'; a'', b", c", d" bie (Eoff^dcnteil b(r.<|iim 



3Z 



c^ #b' + d'b'; p^ d-b _ d;iK ^ d'V - db- = S;, 
^ de' + dV',4- d''c — d/tt 7^ d'^c' — de'' = €% 

« l)c' +*b'c<'»L;fk bl'c -^ ö\ii:i. b'^' — jbc'f sc $(, . 

ÄC'-+ aV + a"c — Ä'c ~ a"c' — ac" = », f,} o> >lnt'^,:).:vl , 
'1 ' ab'>4- a'b" -l-#a'<b. — a'b ^«- a'V — ab", = ff , . 



t 



fte^|t.wfirl?rf- ^. 



M»,\ J 



/ I 



-» 



* t 



('• 



i — <> 



- iti 



I I «Ml 



.. - i 



♦ :i-. A "'> t 



Kl -•••) 



A sin y'.y^hf = sffn, A sin y-V^h = a(£'n. ,;,.,, -.,„ 



.0 rrt <f UV) *.'».• 






, '^.A — ? -o-) *ij.f 



• * 1 ^ 



A cos «=: SD eo8 m — CB cos p'-f SJ'C eos n'. .-, , , . 
A cos ß = ap^ffs Ji, -v.,C',f oqs p^+ JH'C eos mf, 
A cos y = QU cos p -^ S'A cos n'4^ 9('B cos m'* 

■ * 

C^d fetett t)ie dtl^'4(f» 4»«r bfmiffii^n ^yr^beit Sl^£</Ai EE'E^'B, EE'E'^, 
EE'E"D »«rd^ ?t, JB/ S/ © bejeidfynet; fo'tft ((?. 3). j i:,. '/: 

d' © + ar gr 4-_b' » -i- c' © = » « 

d"© +.«"81 -^'b^aj* 4- c"ff = o 
.f(rf3t,V;j ..'Mnh'lVj'ji; •>}'. ^"V« ,*»3 .*•(! .». . b ,^0 ,'cl .c ;L .: ^.f .e «h^ %D 



■ * 



■ 

%i 33.. •••. ;.":•.' 

J>mftt 

A , a , b « bei 9)ttttftl D', 

- - - V w 4'''* ai'^ h'". c''' * n C 

DDf;» AA' einonbCT/ »«w b ö' =3 b' fff^ 
' ' DD',' BB' » ■ » a c« =! a'' o » ^ 









4 - < > 



CCS DD' otte nnanbtr in etnetii tm^ tn^ jiAiti^^fr' ^unftr f<^)»(i)(iu . . 






gotte» t« 9)tt«ftc D', A', 6>, G' Ät^ bt'e ©ettenfTÄi^ai ijtr 5)9rrtimbe DABO, 
a«mU(^B' in ABC, A' m DßC, B' iit DACf, C' vt'DAB; jb i^ f ==? o , a'= o, 
b"Ä ö, c^'sso j fotälic^, »rnn 9) bm S^jatt bet ^9romfbe O'A'BiC' »orfffttt, <CP. g) 

a' V"c'^a'"b V'-a • (fc'"c'i*'o"i:Vc'*)— fr <a«'o%a W«6'po ''(a"b'"^'"B'-«''bO= 
d-«b'^C'i'i'"b 0". d'^'*^ i*c''-B«'c">^B*^<d'*'o*'^«cld'^)-l«i' ^d''b'"fd"<b~d"b )= 
d' a'"o fd'"a c' -d" (a"'o «i-a c' -a'"o' )— a" (d"V «i-d' o -d'"c)— c" (d''8«'.jHl"*a -* « )i= 
d*•^'>^^«ab^-d'»'(«''fr tal^--a-k<)-Uicr''(drBf ^^'b^'fr>-4>'^^^ fd" a -d' a ). 



»♦* ^ •* \ » 



\ gfär btft Befpnbetti gfatt a6eir, bog bie ieMbep^ini^pD', AA', B^'^qcf fiii* 
onbet'tit ^netnf uhb' bi^m ttÄmKcijett fünfte T<§netbe'if) ifj au« bete »br^i " 

9 : n SS a"b"V -J- a'"b'c" — % fr'"o" a'"b c' a"l>'e 

Ä d"b'"c 4. ^"^ ^ — ^^' l>'"c" — d'"b' o — d"b c' 
. ' ' , ssd'fr'^'V) ^Id^^oae^ — d''W —tfMVo — d'a«** - 

... ■ ■ .*;d'b e'<4» il^-ÄW: .T-*d«'a''b' ^.;d''V'rk:-- d'ah^''. •; 

i a tbÄwfr 8«»* -fei« :95«»«ftftvD'^Jk'y Bp^jC' >ie . ÜfttUf^jioCte -*«r, m :bfit <S<«t«tffa* 
,.#r ABßi i«K>v »4Cv DAB 6»f<|rM|feiiB^^^ aiti bm i ofttsenc^eve^en 

»wi ^ ber Sn^olt btr ^^rawibt A'a,'0»D^ g{e^ , / .^ , . 



zu 






> 

6« fcteit tte &ä)Wtx^vmltt ter ©eiteMjU^ii 1>, A, fi, C bur<l^ G» G', C, Gf", 
bie «Rittelpuitfte ber iim iic B<f(d^riefce*eti 'Streife twt<i^ Uj ü', U", ü'", tteSRtt« 
telpunfte ttx in f!e 6ef(^w6cnen*^ret(i J>ur<]5> V, V', V', V", J)ie 2)tir^f<|mtt|B« 
|)unfte i>rer ^er)>ent>tfel bur^ M, M', M", M'", fefnet >i< ^KtttÜ^ötttte- htt 
^retfC/ lodere bur<j^ tte Suf))unft(.tev brei '5)(rj»enbtfel einer jeben tiefer fettem 
f(Ä(^eii gefeit, türf^ Vv, .'W'', W.'% W^", mi enbU^ Die, ben «rfeit A, B, C-, 
o, B, C; D, A, C; A^^rB ^flend^cT üegi^ben ^ft&nbe ter $uP)>uhTte tiefer ^at 
j»enbifel »on ein«nbei;ter©*biimtt3;ii«<!^»bur<i^ d', d'*, d"<v^ •",*«' j B, b',T>'"} 
c, c', c"'6ejei(^net; fo j^rttfirtefittiittKc^ bie gerabÄi £t«len DG, AG', BG", CG"' 

S» 31 a^er $t^in flöf iio<l^ fotjetibe <BA$«t ISemt 

1. tle aerabcn Xlnle« DV , AV , BV" , CV" , 

2. « « »/DMi^AM', BM", CM'", 

;.. ..• .. ..Zf.sr, ,,•,--»•.. W,)Al^,BU",CU'",,.' ,;., . 

4. » • . « DW, AW', BW", CW" 

einen gemeinfö^aftli^en ©«(J^fd^uittliJunft^afcen^ fo ifl im i»*» ^«Ke ff 
hh', im 2*«» g-olTe r-f'f' = g-l-g'=?h.^li', im 3*«« gatte 

. . y'd'''iiB.»'<'d<', W''''s:?W«df,,i»'Ä'' s=a''d', - 

i>c' Äb'.o.,*o"=BA"c<.«t<"Ä««'b, .. 

«k -• .#.•1 " ' ' ^ 

unb im 4*«« ^Ut .•■■■,' 

(d'+d")(Ä-f-a'")=(d' +d"0(* +»'0» 
(d'+ d''Ö («.+.P'Ö= (d'<4- f 'O.Cc + c' )v 



g«' 



Cb' -f b"0(«-f c'O «= (b+b^O (C+0" ) , 
(a",+ a"0 (c + cp .5= (a + »'"^ (o'+ o" ) , 
<är<4:a'") (b+b' ) = (a + a") (b<+b'f'> 



\»^ « 



4 - ♦ 



*.\,' 



4t — — 



. @d feien r ber ^at^meflier ter, in bie ^u^ramüfe IMBC 6e£t^rie6enen/ Stu^A, 
tttt» f. ?'» ?"» f'" bie ^^ol6wejfer terjjem^en Äuöcfir, tere« OfeerflÄc^en ber«eije 
na«^ hü SeitaiH&^cti d,a,B, C .fcttft *w|ö^ W ter :9><!^wtt«te« imb- juglitc^ bie 
8tttabe^nmt«ett. jieber Ut brei Äbti^eii ©äMlMtn- Seta^re«, ferner bi« ^SDKKefc 
»junfte ber Äugeln r, j, j', j", ^-('^burc^ J, L, t«y l/<, L"' 6ei«i<l^ii^; f^ ftttb|eiie 



V 



•• 3% •• 

^(Bmtfffr r s= jn t (D H* A + B"-p Q, ;.= an : (A -f B + c — r^, e' == an j 
(p"+ B 4- c — A), {". SS an I ci>+ A + Q — B), {'" = an ».(!>+ A ^ a — G}* 

ttitb tie ben $((m D» A, B» C ^u^eorbnetcn ^oefftctetttm bef ^unftd J D :.a> 

A: <\y B : A» C: ^ » 196 A =r D 4- A -t- B + <? Stftfit iff» ©ejt m«n in bieftn 

jiebeö. ber d, A, B, C tiadl^ Onb ttad^ negatt»^ f(> l^at matt bit Svefjiaenteit brr ä&ri«' 

geii iWittripunfte L, l/, L" j L"'* ^lerau* wgeSe» ftdfy ((5,3^ bie 3fn^te bcr 

9)9ratm'bm JL'L'^'f » jll"L'", jw^'L«'» jllv, I4l<i*'<I4'«' gleid^ 

«ABCDn » (A+B + C4-D>(D-A+B+C) (D+A— B+C)<D+A4-B— C), 
«ABCDn t (A+B+C+D>(A + B+C~D> (D+A--B+C).(D+A4.B-C)» 
SÄBCDn : (A-f B + C+IÖ tA + B-fC—D) (D— A+B-j-C) (D+A-f B— C), 
sABCDn i (A+B + C+D) (A+B-f-C— DXD—A+B-l-CXD+A— B + C), 
l6ABCDli t (A+B+C-iD^f (A.4-B4.D-i6)(Ä-f C-fÖ— B)(B-f-C-|-D— A). 

9Ut^ tft^ wenn A,'A'', a'", A'" bi> Qn^attc ber efceneit ©reiecfe I^'L^L'", 
lÄJOJ'f, LL'L^f , LL'L" »orjtettcrt/. baf neunfache £i»iabrat »out 3iiijarte b«r 

©le ^atimffTef,bec.a6waw.ferÄJr«nb»« ÄMfl|etn, b<Mi< jebe: btrSÄuÄbe^nungen 
Otter. t>i(X.<^ttenflA(i^eit ber. ^jsir^ibr , (Uifar^aIB> berficIBf» .j6erä|^r> ^i^itti bitc^ tw 
«uebrüdfe an : (D 4- A — B ^ C),. an r(l>+B-r- a — C>, an : (D + c -l a — B), 
»orgeflellt, unb fommen ttt btejentgeit fec^d 9¥&ume auf er^a(6 ber ^^ramtbr jtt lUt - 
gen/ »el<^e bie Vu^b^l^nutigeh je jwefer Ä^itetfPffi^eti burci^ i^regeineinfc^aftri^e^flnte 
ToS/tfMn. 3fu«be^u»igen| beri beibett ttjbrtgett ©eftenffM^en; ht^^mm^* ' ?>tefe fe(^«, 

bett koLiitm l/'fr i/'g/l/^^Vlf-r.l/^gV-Ki»' ar^i?0«»berr^;i^^ 
F, G, H, f*, QS H'. bejeit^iwt;. .<» Uegt bie erfle Äuge! tm Flaume F ober F', 
jr iia<j^em 04^ Heiner ober gftößer= a,W BfC^ bie jtoeitt im fftavtm G ober G', 
fe nai^lbm. D4-B lleiner obeif gtöfkr afe A4-C,. ünf bte'britte fm 9!auine ffoDer 
H', je nad^bem Di-l-C Keiner obtt' grtfer afö A-fB tfl» SBenn a6er D4-a=b4-g 
iiif fo liegt in jebent ber JJtÄunte F,:"F' eine ttnenbK«^ große ÄugeU (Sin ®Iei(^e« 
giit far bie lÄÄumr G> G'j H,, ß', wenn b4-B=xA4-Cr D4-C =;B+a tg. 

(5» feien »S J'S J'", «r -"r «"^ 0y ß'r /ß''^ y^ j^, y"^ bie ©rößeit ber 

j^antenwinfel BDC, ADC, ADBj BAC, DAC, DAB5 ABC, DBC, DBA; ACB, BGB, DCA, 

ferner 



* ' • 



Aap -f. Bag* + C*ii' -|- üAB^Tp o<i« %'*' + jACl/^fTFcd« ^^ «BCl^'^^ eds Vrst^ 
Dap -}. Bah + Gag + aüBP^FT cos «'*'4- oDCV^F^ cob «"+ «BCl/'hg eo« • =: j<»' 
Dag'+ Aah + Caf + aDAl^g^ cos j3'"+.2pCl/'gT'co«/3' + aACt/hTcoe /3 = Sßa 
Dah'+ Aag 4. Baf + aDAl/t^co« y" + «DBl/'tT'cos / -f aABl^fg^cöe y = C ä 

dh» A-f b4 C + D =^ A gefegt r fo ffnt> bte 9(tflftnbe''»e6 ÜRittelpitnf» j'voit betr 
Q?<fen fcer 9)9tamtbe ' •.. •' ..... . 

JÄ= 5|:A, 5b'=s to:A»lC==C:A/,Sr=©:A, ' 

ferner fetf/ ben tScfeit D, A, B, C jugeorbneten (Soefflctenten ter {Bei^üj^rangdpunfte 
ber tiUxfl&^t b(r etnBefc^rte(en?it 5^tige( r tntt ben @eitenf[A^en D, A, B, C ter 
^»raitubt 

o 9 '2A Ö09 im^ : A » aB eo8 Xa^ : A • ftC 000 fe^ : A 

2D 008 {m^:A, .. o» . tB co# Jp'?: A^. aC/Coa }n'»: A . ., 

2I) 008 tn* :A,' 2A/0O8 *p'* : A, O, 2Q cös ini'*:, A ' 

«D «OS l^a xtk.^ ik. Cflis ila'a : A» ftB 00« fm^: A« o; 

bte ^tt^Ue ber ebenen £)rete(fe. ti^elAe je brei btefer vier i93erQ^rtittgdpttnfte %ti 
flimmen^ • ^ ' * ' ' 

ör»nJ) : 4ABC J 5r«n« : 4DBC5 ar^n© : 4DAC; öra^lKS : 4DAB ' ^ / 

gnM:4ABCD. - 

< # • • • ' 

!83nm bte/ in He ^9ratntbe AB!3> S«f<l^e6tne> ihi^ef bte ®rtmbf(&^e AäC 
berfelben in l^rem ^wmjunfte Berührt/ fo imifl fein 

(h+ 3h'~ g— sgO D — «(It — g) A H- (6f + I1— g)B — (5f + g — h) e s= oj 
0» + ali'— f — 9f ) D — a(li — f) B + («g+ h^£) Av-^ (»g^. f — h) C = o>(i) 
(S + afiT- f — afO P- «(«~0 C + Csh+g—O A- (»k + f-g) B s: o) 

D — aA + B + C r= 3A 00» mV ^ 

D _2B 4- A..+ Cs=3B cos aC (aj 

D — aC + a4-B = 8Cco«p) . 

@eit man A-fB4-c + D=:A,fo tfl weiter 

cos Im = l/^A:6A , eos )a == I^ A:6B , cos |p b W^aTSC (5) 

CO« |m' =t i^ A(D + aA — aB — sC) isBC, 

cos |n' = fl/^A(D +,3B — sA-.sC):sAC, ^ (♦) 

COS $p' s= jl^A(D -}- sC — 3A — 3B):3AB 



37. 



mu^ 



f : g : h s= tgfm : tg|n : tgfp 



(5) 



unb, wenn T r= (l/^A + v^B + vy) (yx +y^B --[TC) (y^A + v^c — V^B) 

" wn?W ADl/^ l/"^(p _ M - 5B - 5C)+ mT 



(6) 



91u(^ fStmen in biefem S^Ue oUt ihti^tn S^imenjtottni ttt ^^umitt Mi ttn 
^n^altett t^rer »ur ®ritenf(Ad^eti berechnet tvcrben* 



« • 



O« final l>,A^,B^,C' \At%n9pnnftt ber^ 6tt6 ben Q^cfeii D, A, B, C auf bie^^ 
§efinfl6et {iegenbm ©eitcnitAdlfcti defAKteti ^erpenbifel; m^ 0, y^ m^^ ß^^ y^ bet 
Drbmtns nati^ bie £2uabtatc ber %WMbt B'C^ A'C^ A'B^ D'As D'Bs D'C^ itnb 
<Pi ^^ % ^it ©xb^txi ber Stitfef/ loefd^e bie brei ^aare gege^aibetltegettber Aantett 
BC<, DA; AC, DB; AB, DC Mlbeti; fo (ittb bic beo Gdtii Di A, B, C |ii9(orbneteii 
Socffideiiteii Jener giip»>ttnF<e D^ As B\ C' , ; 

o, A 000 m : D, B cos n : D, G cos p t D, 



D cos m' : A, . o, 

D cos n : B , A cos p^ : B , o , 

D cos p : C) A cos nf :.C, B.cos mf\ C, 



B CO« p^: A, C cos nf : A, 



C cos m': B^^ 
o. 



femer 



« rr: f (l «- sin ^^ sm m'^) , 
/9 t=: g (l — - sin 4^* sin n^A) ) 
y = h (i — sin ;ta sin p/») , 



,1 - 



»^ = P (l -*- sin ^^ sin m') , 
ß' =: g' (1 — sin 4.» sin n*) , 
y' = h^ (l — sin x^ sin p ») , 

DA i/^iTZTF = Bc i/T=rr, 

DB 1^0^ -g't^ Aci/^ iTir^ , 

_ ' DG [^y^y = ABl/'y ^ h , 

iitib betr 3nJ^a(t ber ^^^ramibe A^^G<D^ gleich 

sn [ 5/^ n "N^fDaA^P + D»B*ß' + D»C*h' ^ ^ ) 



Sesft^net matt bu ffirjrflen 9C(f(öitbe jlctter ^er|>ctibifcl »Ott eiitaitber/ tt&m(t(^ 



\ 



•(§ SS. MI 
ber DD^ AA'j DD', BB'; DÖ', CG'; BB', CCj AA', CG'} AA', BB' burc^ ft'/ ^'z C, 

a, 6/ «; fo ifl 

^ a« l/T = «l/^F ==: Kh -f- k' ^ g: — g<) ss eot <p. I/TF 

b' l/^ SS Jl/^ == ^h -f- k^ — f — f^) =3 cos <^ . I^gg^ 
(> l/T = cl/l? == i(g 4- g* — f — f*) = coi X* l/bP" 

§»40» 

gflr beti fcefonbew ffAff/ b«# co» ^ = co» 4* = c«« «j s=i o, tittb ölfi», bif 
Segenäber Kegenbcn il^nten ber ^^tanilbe - ABCD mit einanber ' redete fSiinUl hiU 
bttt , ((i^tuibm bie aui bett (Sdtn. ber ^^nuittbe auf bie gegenft^er negctibm ®eu 
tcnffftd^en def&tttm ^cryeobifef DD', AA«, BBf , CC cut<Mib<r itt einem «nb bcM 
»ftmli(J^en fünfte, weld^er O ^eife* ©ie ^uft>tittftr D*, A', B', C* biefer ^eryctu 
bifel faKett atöbanit in bie IDavt^ftMit^pun^te ber 9)ert>enbi(e( ber <ScitenfIA^en* 
Ku^ finb b(e brei fttfiftnbe ber (DKtteit j[e ^toeter gegenä^er KegeKbcr Aanteit oott 
einanber ^Ui^r «nb f + f' = g + g'=I«4-^'==4k, wo k bad lüitobrarvom 
Sibftanb ber SRitte ir genb einer- ^ante «on ber 9Ritte ber gegenöi&er liegenben wt/ 
ftettt» ^ier folgen fernere eigenfil^aftett; biefer merfwürbtgen ^^tamibt* 

m 

Qi feien R ber ^alfintefTer ber um biefe ^^t^ramibe DABO fcef^riffcenen Stut 
gel/ n, u', u'', u'" bic ^olbmejfer ber um bie ©eitenffäc^en ABC, DBG, DAG, DAB 
fcefd^riefcenen Äreife, w„ w', w", w"' bie ^al6meffer berjenigen j?reife, »ei(^e 
bttt# bie ^fpmttt ber ^er^^enbifet einer jeben biefer (^eitenf[&d^en ge^eu/ unb 

aa = 8k - f- g - hsf' + g'.+ k' — 4k=f' + g' — h =f + h' - grrg'+h'— f , 
2« =8k-f— g*— h'=f+,g +h— 4k=f + g — h'ssf'+h—g'sg+h— f, 
2b=: 8k — g— f— li'=:g'4-f +h — 4k=:f + g* - h'=h + g'— P = f +h ^g, 
2C =8k — h— P— g'=h'+f +g— 4k=f.+ h'^^=g + h'_£> = g+f -^k 

gefegt/ fo bbfl atfo d -j- a = f, d -^ b = g', d + c= h', b + c=f, a + c==g, 

a 4- b = h, unb a + b + c -j- d = 4k ifl; fo gelten fotgenbe (Sfije: 

Ci) 4k = DD** + 4u* = AV* + 411'* == BB^* + 4u"* = GC** + 4ti'"*, 

(St) DD' . DO = d, AA' . AO = ä, BB' . BO c= b , GG' . GO = c, 

(3) DD'. OD' SS. auw, AA'.OA' = ««'w*, BB'.OB' = 2u"Wj GCOG* sa »"V", 



m 9g m 

=(5) -^*«rR»— *4-a, ÖA* = R»^1»+», ÖB*=;R*— k+b, ÖC*B=Ba— k-f 0, . 
^ '• ,< .. , OD. Q^' = OA . OA' SS QB> OB' = OC . OC = k w A> , 

(7) OD. DD' + OA . AA' -f- OB. BB' + OC. CO' = 4k, 

(8) ... ODcDCH-f OA:AA' -i^ 0B:BB'4- 0C:CC'=!5, 

(9) ÖD* + ÖÄ* + ÜB* + ÖC' = 4R», 

Cio) D'A' y B'C i D^B' , A'C :'d'C' y A^ = DA . BC : DB . AC : DC . AB. 

.(11).^ 4^(6me(rer ^tt, um tit ^^tmltt A'B'C'D' Bcfd^rte^ettm Stu^tl tß gleid^ 
tittcm Srittel »ont ^a((me|fc? R fecr um tie ^yramite ÄBCD (ef^rie^enm Siu^tU 

(fd fei Q ber SißmpmH (beS Uxpnliäftn ^aümtV) ber ^vramibe ARCD/ 
«nb U ber ÜKimlpunft ber itii^el ABGD;- fo tfl ' 

. 490*=S4QÜ* = ÖÖ* =4R» — 5k, 

wojer ber ©aj fotgl: 

!Der @(l^wer|»unFt ber .^^vaintbe ^CD tff bte fDlitte ber gerabeti Zinitf wtl^ 
mi bem 3Ritte())unfte ber vnt f!e befc^rie^enen ^u^el ((.it ben lOm^^d^nittiputdt Ü^f 
ter »ter yer»)ettbifet aejoaen iff» .^ 

3[ft J ber gRttte(f)9Kft-ber k bte ^^^romtbe SkBpD .U\d)xitUritn S^u^tU berett 
^atBmeffer v fei/ fo tj( 

j5* s= 5t» + R» — k, 

ferner ' ' ' 

JD* =3 d +-*:<5T ^ 2OD), 

, ^ Ja* «= • 4. T (ajr — aOA), 

JB* CS b + t (ST — aOB). 
' J^* =Ä + T (»r ^ «DC>, ' 

* I 

JD* 4- JA* + JB* + ij^ =s 4J9* if 8k, 

4 gÖ* s=k + ad, 4 01* = k + 2«, 4 QB* = *' + ab, 4 9C*=:k4-ac; 
iÜÖ!*.aaB*--.4iw, lJA^*caR»— 411V, UB^*=R»— 4«'%'<, ü^*=sR»— 4u"'w'"; 

4QD'* = k— 4nwr,4 9J?*?=k— 4«'wf, 4QB'*==l«~'4«"w"* 4QC'*==k--4u"'w'";" 



V ' 



40 



ÜD^* 4- 20D'.DD' = tJÄ'* + OA' . AA' = iJ5i*+«OB'.lBli'=fsÜÖ^*+aOß'.CC'tem, 

«IIb, wenn i, i', i", i'" bif ÜÄittttpunfte t«> t^ ^ftt&meffem «i u', u",«'" «* 
gehörigen , Äreife »orfteffeit , . 
«Üi = OD — OD', aÜi' =i OA — OA', 2Üi" =i OB — OB', iVi'^ =s OC — OC. 

\/ • -.»r...... 

• • •• •■ • ' ■ S^'-45» • \ '• •" =■'■ ■ 

^cbe ber ^9ramibett OÄBC, ODBC, ÖDAC, ÖnAÖ Ifl 1)oh bi?tfeC6«i «rt/ teie 
bfe DorKegenbe ABCD, unb bte !Durc^f(J^ittttd)>uAf(e ber »{er ^^eri^enbtfef jreber fol« 
Jcti ber gleite iia(^ in bir erfcn D, A, B^ €♦ ©inb nun St^ 91'/ 91", 91'" bw 
i$)a(6meiTet ber, um biefe ^^yramtben bcfcf^irteSenen/ kugeln OABC^ ODBC, ODAC, 
ODABjfö tH" -. • :. 

481» = R* + 8k + »a, 

49t'» =: R> -f 3k 4- sa « 
491"» = R» + sk + sb, 

49l"'«=s R»^+ ak + 80 , 



•> ri 



foIgUd^ 



unb 



91» + 91'» + iR"« -f «'"» S3 R* + 6k, 
«R» + »ok äi 8»» +»(^ + ^+-11) 

= 891'» +8(f+g'+li'> 
= 89l<'» -j- 8(f' -t- f + k') 



§« 44. 



r V 



©ic aWttelpttnfte ber ÄuäeCn OABC, ODBC, ODAC^ GDAB fmn p, p', p", p"'^ 
fo fd^netben bir t>{er geraben Sinteti Dp,. Ap% %^^, Cp^^^ etitanber in einem utib beut 
ttftmK^ett fünfte/ toeld^et in ber .geroben .e^tie QQ atftjieat/ bafi er t>onO mer^ 
mal weiter abfielt/ ofö oon Q* Reimer ift^bif 9^9ir<inut)e/ toelc^e btefe i>ter fSHit* 
telpunfte p, p', p''> p"' beflfmitten', ber "öorIfegeAben Äj^nltd^. ©« ift nimli^ 

pp' : DA s p ' : DB =s pp'" : DC == p"p'" : BC = p'p'" : AC = p^" : AB = 8? 2 , 

unb. bie J^anten jener ^^ramibe ftnb ^araCfel mit ben äanttn biefer* 3(u^ f ASt 
ber ©ur<^f«;^nttt«punft bV 9)er^)enbifel ber 9>t)r«mibe pp'p'V t« ben" ^DüttdtmnU 
XJ ber um bie^^wmibe ABCD tefd^riefeenen Sh^U ferner i(l - ; ..-_ > . 



/" 



/ 



4pQ' = R» + <ijl,-4-^*;:*|l* + 6«»^?^.=fR* rt:"6b»-4p^' = Ra + 6c; 

p9* +'F9* + F^* + PQ* = R* + 6k, 

. ' * • * * , 

4 pD* == Ra 4- 3k + l5i, 
.4 P^* == R» 4- ök + i6a, 



2 









^ » 



.. ' . 4p"fCT=R» +. ak + lac, 

a "Sd* =s »81*'+ 3d, äFÄ*' t=:»j0i*a -f. 3a, 2 ^* ä a8l"a + 3b, 2 ^^* = 2«^"» + 3c , 

I • 

, pD* + p^5' 4- .p<?B* + p^* s= R*-h 18k. 

f ' ' ' ' * ' 

' . ■■.••§, 45. ' 

pit <^^^txpknfU ber ^^JH^amiöen QABC» ODBC, ODAC, ODAB feuii q^ ^fy%^^y 
q^'S fo fc^weiben bie \)ier gftaben Äittieti Dq, A^j^, Bq", Cq"' einanber in einem 
unb bem n&mUdl^m fünfte ^ uab bie ^^ramibe/ »clc^e bicfe "oxti ©c^ttjerpunfte 
q, q^, q^'/q'^' 6'e|limmen, (ft ber tjorliegenbeii ABCD Ä^nlid^* Sa i|l nftmlic^ 

qq' : DA = qq" : DB = qq^" r DC tt q'^q''^ : BC =: q'q"' : AC = q*q" : AB = 1:4 

unb bte Tanten jener ^pranribe finb ))aralle( mit ben Tanten biefer^ ^rner ^e^ 
Jötett folgenbe .©ftäe ^r^et ' 

!♦ iDer Dwrij^fd^nittapunft bcr ^erpenbifef ber ywramibe qqVV" fÄßt i» ben 
' ©d^tt^ef punf t ber ^^ramtbe abcd^ 

• * 

2* ©er aRittetpunft b^er uni bie ^l^ramibe ^qYV^ 6ef(^rie6enen Äugef iit^t 
m ®(j|werjmnfte ^er 5)^i^ibe pp'p"p"' ([♦ &♦ t)or^ SO 

3^ ©er Sk^er^Hirrft b«r ^i^romtbe qqVY'^ K^d* w ber geraben Sinie OU 
alfO/ baf er t)on U breimat n>etter entfernt ifl/ afö t)on O^ 

R*4- 5k = l6qD* — 15d==i6q^— I5a = l6q^* — 15b i=5 16 q'^'C* — 15C , 
' ^^ •; pD ds q^A : p»Ä ai q''B : p'« = q'^ : p^'C = t : ?, 

'- '• ' ^4- 4^* + <F5* + q^* = f (3Ra — 2R), 

■ i' ; : • 1 '^ilj! ! pü =i: t['<?':'p'U.'=; q'*(?: p^Uis qf^p : p'"ü = i : 6, 

ll ;l,0 .a ,'.(:^^^.G«Jt>«=i 4'gt*Oii'=3^?'9.;OB =: q'''Q: OC =1:4, 

6 



•• 42 MI 
25R» — ^ik Ä l6qü* — Ää = l6q^* — 3a == 16 q^'Ö*— Zib=s KJq*«ü*— «c, 

§. Ah. 

%ui tm ^wci)^^nittipvinlt X> «Ker ^erpenbtfet iftt ^^romite ABCD feien auf 
i^re Tanten BC,AC, AB, DA,BB;dc fenfreii^te ijerabe Stnien gefAKt, beren ^up 
punttt ber Orbnung wa^ F, G, H, T', G', H' MP«n; fo f?«b biefe ^uf4)unfte 
jttglei^ bie g^uflpuctfte :ber S^ttpvribtfel bcr ®ettenf{A<^cn ber '^^ranttbe ABCD/ unb 
bie fünfte O, f , F' iieitn in geraber ginie, xbtn ^oxmi) bie O^ G, G' ttnb 
O, H,.H'-, fo bap «(fo t>ie gerabeit ßittien FF',GG',HH' bie farjcflen StfcjlÄnbe jt 
gweier eiiianber gegenüber liegenber J(anten ^er '^^ramtbe AÖCD firib. fde^^ttibt 
man nun aui bem ©c^werpunfte "ber ^i^ramibe ABCD mit einem ^albmeffer g{e{(j^ 
jl/'i eine Äugel, fo ge^t i^re OSerjtÄc^e bur^ bie "SKitte ^ebet Spante ber ^^v<^ 
mibe irab avi6) turd^ ieben lier %ufpmfH F, G, H, F', G', H'. Kndb ifl 

FF' == en: 1/TP, tJG* == 6ni V^, HH' == 6n : V'hh^, 

ÜF'* = R»-.da:f, ü5^ = R>— JU)'.«', UH^ssR» — de : V, 
ÜP* = Ra — bc: f, tJG*= R>— ac : g, ÜH* = Ra— ,»b : h , 

2R>'= üP*4-ÜF^*+W'*=üG'*+uG^*-j-GG^*=rä*4-im^*4-liif*, . 

OF . OF' = OG . 00' = OH ? OH' =3 k — Ra, ^ 

l/tf' : P^^' : l/W= G'H' :F'H'?F'G' = GH :F'H:P'G 

= G'H : FH VG'F = H-G : H'P : FG. 

t - • • 

gerner ifl ber Sn^alt be« Dctaeber« FT'GGim' gleid^ 

2592n* : fPgg'Ui', 

unb tie glÄd^enin^atte T)er ximn «ierecfe GG^HH', FF'HH', TF'GG' fnb 

2i6^3^^k:gg'U^', ,M6n3j^kiff'Mi', SAön'K^k : f fi»*. , 

> 'S. 47.-- 

©ie SP?itte(})unfte *er iim bie ebenen SJieterfe GG^H*, PP'HH', PP'GG' ht* 
fd^rieSenen Äreife feien J', J^*', J"', unb <^re ^attmeff« i', x"f x'/'j fo liegen 
bie fünfte J', J", J"' in denjenigen geraben Linien , weldf^e t>ttr^ bie SWitten jle 
jtoeier einanber gegenüber (iegenben ^^nten ber ^i^ramibe ABCD gelegt flnb; unb 
{War ftnb tiit ^bflAnbe beS ^unfted J' »on ben SRitten, Ux Rmitn VA, BC gteic^ 






HS •m - 

t* : n\/^\j f: 41/^1 fem«» fe»« «tjltobt beft^unf« J"^ »Ott ^etl üRitteit bet Äott* 
tcn Bß, AC 9lei<^ g' : 4l/Tc, g : 4t^*, «nb bit «feflAnbe bc« ^nf t« J'" »oit bm 
SRttteti t>et Äatttcii DC, AB glci^ h'^:4|/'k^ h : H\/^k\. IDie SBcrt^e b«t ^a»/ 
meff«r ber gmaiutteit Äretfr abec (titb» 

4r* 5= t-^lFik , 4^* + l/g?Tk , 4t^''^ SS l/uPX 

g?* -f. r'» = pJ^ 4- r"» == pj^* + t'"» = fk? 

= f (f 4- 4d) : l6k r J^* =s g*(g + 4J) : lök,^ J^* s= h* (h + 4d) : l6k. 



jTÄ* = f (f + 4a) : l6k , J" A ==. g q;* -{► 4») : l6k,. JF^ =5 h (bf^ 4a) : 16k, 
jFB* = f tf*H- Ab): 16k» J^'ä ,g*(5 -f. 4B): 16k, J^* s= h. (h'4- 4b) : l6k, 
J^* s= f Cf*+ 4c): l6k, J^* = g ^-^ 4«) r±6^ jP^* = k' (h 4.4c) : löky 

OJ** — t'* = OJF* — t"» = OJ"'* — t"'* =. R* — k. 



# — 



ÜJ' 4- »r'* = UJ" 4- 8t^ = UJ"* 4. »t"'» = R» r 



(fgh 4- fg'h* 4. fgk' 4- fgl.) : 64k», 

bet 3ii^It beÄ ebenm tixtkdit, wetd^ed- bit brei ^albmtjfer r'y r", t'" ju @ei? 
Un ^«t, 9(et(^ snR: 8i, unlr ber ^njalt ber y^rawibr QJ'J"J'" = (f ' — - 
(gl — g) (h' — h) t I0i4k'* 

eg.fcictt L, L', L'^, h*'' bir, bett QfSencrf P'G«', P'GH, G4?H, H-PÖ gegetu 
ftSer liegenden Sdfen ber^ t>ott ebett bufet» @6(tten: tin^tfijlo^tntn ,. breieiltgen ^9^ 
ramibe/ ©ie It>gcti in ben^i burc^ ijrr gufpttnftttjerrdnäerten, ^erpenbifcfit DD', 
AA', BB',CGV ««iDr bit 5tantetr LL^ UL^v LL''^ L''l/'% L'L'^^ L'L" helfen bie 
StanUn BC, AC^ AB,. DA, DB, DG m ben 9)unf ten F, G^ H^ F^ G', H' unter rechten 
SßinfeCrt* geirner tfl O ^er ÜRittelpunft btr in bie ^t^tamibt LL'L"L'" Uf^xitf 
Untn Augelji unb^t wenn r ber ^a(6meffer biefer ^uge( if}/ 

Rr = k — R* =; abcd : 56n*. 

X)te Q^^en D, A, B, C ahn ftnb bie ^itulpnnttt berjienigen mer au^tx^aib Uf 
t&^tenben ^Vi%tlxi, beten jebe eine (SeitenflÄci^e ber ^yramibe LL'L'^L"' felbjl 

6 * 



im 44- 4i# 



- l:. 



aber bir '^luöbe^ituttgett ber "l^tei Mrigen Scrül^tlt/ nn^ -ed tfl>' i«>f nn- !tf > y-, • i'<,. tf'^- 
bte ^dßmeffer btefet »ier \^irgelrt b'ejcid^henv '^ ' . / . 1 :. . 

©ie SWittelputtfte bq^jLwtgetr t)m außerhalb btrö^renb^n Äugeln aber, bereit jebe 
bie SluSbe^nungen ptter t)ier ©eitenjTÄc^eti ber ^Jpwwibe LL'L^'L''' b,erü^rt/ Jie^n 
in ben SSerlÄngerungeri ber geraben Sinien FF', GG% HH' unb jwar alfo, H^ ' 

We 8rb|l4nbe beö erften t)on bell ^jjunften P/P' ffci& tJertjalteu^ tvfebcf'': -dkf ,• 



^ _ 



. . . • 

(SS ftnlB bie 5<&flÄttbc ber (Säen D, A, B, C »on ben ©eitenflÄ(i^en ber. ^jro* 

mibe D'A'B'C'" (S» 430 gieic^ '" ' ' ^ '" ' ' ' 

d: 91 ,a:2gi ,b:«3l ,c:2SB Bow ber Cbetie A'B'C', 

d:29l' , a: jR' , brüSR' ,' CtiSf • « ) D'B'C, 
■ d:29i", a:28l", b: 91", o:««*' » « » D'A'C, 
d ,• 291"', a : 2«"', b : «flf'r « - 9'^' « • • D'A'B'. 

©tttb q, q', q", q''' btc 5t6fl&nbe be« ©ur4>fc^ttttt8^nniftei5:0 \>w htn ©ettwiW«' 
(^en A'B'C, D'B'C, D'A'C', D'A'B' ber ^J^ramibe D'A'B'C, fo ift 

2ij3t = 2q'9^' = 2q"gi'^ s= »^"81"' = k — Ra = Rr. 

,: ' ^it^it&nU be^ a)2iite(fmiiftd U «ofi benj®eitenf[ä(^ett ber ^^^ramibc D'A'B'C' 
f«e«.l, IS l's 1% fo iil . ... 

r 4UR + ad 5= 4l'gt' + sa = 4l'<gi*' + 8b « 4l'«W' + 3C = 2(k + R*), 

■* *• > ' I' "« 

unb .... 

91(1 + 91) = aü'(l' 4- 910 =^gi"(V' -{- gi'o = a"'(l'" + 9l"0 = |<3R> + Sit). 
£)ie 2(6flÄnbe beS ©^wcrputiTtö Q" »ön ben (Seitenflächen \>et "^^rawibe B'A'B'C 
feien i, iSi'S.i'",fo ift ',"." 

eSRi 4- 3d = 89t'i' 4- 3a = 8gi"i" + sb C= etR""'i"' -f 8c = 4k, ' 

unb 3li 4- 9l'i' -j- 9l"i"' +■ gt'"i"' s $k. > ' 



\N 



••' 49i' •• 
©ie 5tb(lÄnbe Der gf«ßt)unfte D', A', B', C »on ben gegenäfcerliegcnbe« efcenen 

«tiyt: R, 8«'w':R, 8u«"w":R, 8u"V":R1 ' 

I 

.§.50. 

^ -, ^?)ifj©«t(l^ftd^itt8j)unfte ber gcraben Siitien D'A', D'B', D'C, B'C, A'C, A'B' 
mit. bea.ygettötejr liegcnbeii Äonten DA, DB, DC, BC, AC, AB liegen alle tneii- 
ner unb ber nämlid^eii ebene/ iinb jwar je brei terfelben vx einer geraben' ßimet 
eie feien 5/ ®/ ^, 8-', ©', ^'; fo ifl ' 

gD* - p* = d - a, 8^* - g^* = b. _ c, 

« j^* — j^* = d — 0, j^* — i^* = a — b, ^ 

If^* = Dg' . Ag' + Bg . Cg = daf* : (d — a)a + bei : (b — c)», ' 
®@'* = D0' . B®' -f A® . C® = dbg'; (d — b)» + acg : (a — c)*, 
]^'* = D0' ., C®' 4- Aj^ . Bj£> = dch': (d — c)» + abh : (a — b)». 

G8 fei e ber Sifeflanb >er fünfte O, Q »on eittanber, fo 1!nb bt? 5t0flSnbe ber 
etene §5'®^'^^' »on ben erfen D, A, B, C gleich 

d : 46, ft : 4c, b : 46, c : 4c, 
fotglid^ i^re (Summe glei^ k : e, SCrif JlfcflÄnbe jener Sfcene t)on' ben ^ ^nf ten 
O, Ü; Q ater (inb gleid^ 

(k — R2) ; e = Rr : e , Ck r^ ^R*) : 2e , k : 4c. 

$♦51», 

8lu8 t)em Jufpunfte D' feien auf bie Cftenen DAB, DAC,.DBC bie fenfre^ten 
geraben Sinien D'C'S D'B'S D'A'^' gefällt, unb bun!^^ bie %>x^'pVixäit O*:, B'', kf* eine 
(SBene gelegt ^ beren 9(6ftanb t)om fünfte D^ burd^ p ^^orgeflellt fei« (Sbvx fo t)er^ 
fa^re man Bei ben ^vS^'pyx^tn k\ B', O unb Ibejei^ne bie analogen StbflÄnbe 
berfelben burd; |>', |)", ))"^; fo ifl * ^ 

SBenn aber v, v% v'', v"' bie ^albmcffer ber, um bie ebenen ©reiecfe A'B'C 
D'B'C, D'A'C, D'A-B' befii^riebenen Greife begeid^nen; fo ifl^ 

«va = u:OD, 2T'8i' = u' . OA , av^'JR'' = tt'' . OB , av'"»"' = u"^ OC , 
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y . OD = 2TW , p'. OA = 2T'w' , jj'^OB = 2t"w" , p^'' • OC =: «t^'w^'V 

§♦52. 

©ie fiirgeftett 2t6jl&nbe ber gcraben ßinien D'A', I>B% D'C, B*C^ A'C, A'B' 
ijott bell ge^cnöfcer Kcjjettben Äaittcn BC, AG, AB, DA, DB, DC fciett a, b, c, o', 
b', c', wnb bic fürjcjleri ^bjlÄnbe bicfct Äanteit t)on einanber d', d", d'"; fo ifl 

§.53. . ' 

@d feten o, 1, u^ w bte S(6{lAnbe ber (Sbene ABC opn ben OPdfen L, L^, L^^^ 
L'".(5* 48); fo ift 

OD' (-|-iuw -f* owr -|- oiir 4" oiu)'=: 2oiuw , 
DD' (— iuw -j- ouff -|- oiw -|- oiu) = 4plaw , 
DD' (-f-inw — ouw -f- oiw -|- o^^) = 4oiuwd:a, 
DD' (-j-iuir -j- ouw —^ oiw -f" oiu) sz 4omwd:b, 
DD' (-f-iuff + ouw -f^ oiw — oiu) s=: 4oiavird : c, 

§. 54. 

t . • ■ ^ 

2>er analvtifdf^en Q3e^anb(un0. btefer Befonberett ^^ramtbe btetien fol^etfbe 9le# 
lationen )ur ©runblagc^ @d feien )> «> /S» y bte "^v^i^it ber ebenen IDreiecfe 
ABC, DBC, DAC, DAB, unb jxl^ n^ p, m', n% p' toteber bie Sßinfet ber ^^tntxi 
(>,«) (i,^) a>>) (^>y) C«,y) (*>Ä; fo ifl 

4}? £= tb-f-ac-f^bc, 4«^ £=: db-f-dc-f-be, 4)8^ = da-(*-dc-|-AC, 4y^ = da-f^db-f-ab , 
4(ä» i+ iS* + y* + J*) = ff + gg' + hh' = i6k — a» — b» — c» — d» , 

56n* rib dab + dac -f» dbc -f- abc , 

27n* c=5 a^a + l>i8* + cy» + ^* » 
ö6n*R*=== a^Ä^-f J^^/S^-f c*y*+ d***5 

4*J^ = gm (R* — k + d), 

b^jS* = gn* (Ra — k + H 
c^y* = gn* (R* — k + c); 

bc rs: t^$t, cos m , ac = 4}j3 cos n , ab s=: 4}y cai p , 
da = 4/3y cos m', db = 4<»y cos n', de s=: 4«i9 cos p'« 
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«08 m J009 m^ CS DOS n tos n^ c=: cos p cos p' = idbcd % löajSy^ == ^ , • 

■2(da -f bc) PS gg» + hh» ~ ff, 

acab -f ao) = ff 4- '»'»' r- gg*. . " 
«(;dc 4- ab) s= f P + gg* — hh', 

• • • • t 

f'g h = 56n* + 4kaa , f g'h' = l6k«a — söH* ,. 
• f g'h r= 56n* + 4W)* , Pgi' = I6k^^ — 56na, 
f gh' = 56n* + ^^^^ » f'g^ = l6ky» — 56n*; 
154li3 = Pg'h'rf f'gh.+ fg'h + fgh' + fgh 4- fg'h' 4- Vgh' + Pg'h, 

. I44n*k t=: ff gg? — (de — ab)i 
5= ff'hh' *^ (db — . ac)* 
« Sg'liV -- Cia — bc)* , 

3^«(« — i cos n) = df , Aß(ß — ^ cos D ) :=; dg, 4y(y — S cos p ) z=: dh , 

4^ (i -^ '«» cos m) =: ftf , Aß(ß — » cos p') == ali% 4y(y -p a& cos n' ) :=z ag^ ' 

4J(J -. ^ cos n) /=: bg, 4ä(« — /3 cos p') == bh', 4y(y — ß cos m') = bf'', 

4»(« — y cos p) =: ch, 4«(» — y cosn') =s cg', 4j8(/3— y cos m') := er ; 

2(JH-«*— i8*-^*>=^c— 5«» a(J»4-/S*— »^— y»)=.aB— ab, (Ja+y»— «Wi3»>£al>--dc, 
a(»* 4- /^a +y* — Ja) s= a(4k — 3) , a(J4 + jS* + ty* — »») =: a(4k — a), 
2(Sa -f «» + ya -i/S») = b(*k — b), «(Ja + •* + /3* — y*) = c(4k — c) ; 

4(b/3* +"cy^ — Ä<»^) = l>c(2d +.8), 4Cb/3* + cy^ — dJ») ^ bc(2a + d), 
4(aÄ* -f cy* — b/3*) = Rc(2d + h), 4(dJa + cy» — b/3») ä dc(2a + b) , 

4(a»» + hß^ f* cy») = ab(2d + ^)j 4(dJ* 4: l>i8* "^ <5y*) = ^(^* + «)? ' 
4(aÄa -f cy* ~ dj*) = ac(2b -f- d), 4(a«a -J- b/3* — di») = ab(2C + d), 

4(dJ* 4- «y* — »«*) = dc(2b^ 4" ft)i *(d** 4- J>/3^ — «**) = ^(^^ + > 

4(a«* 4- J>i8* + cy*)..j=r ^211* + iJjp , 

- > . -4(dX^ + a«> 4- ey^).=.72n.* 4- **<^« ... 

, . 4(dJa 4.aÄ» 4- bl3^)=,72m + dab5 

4(dJa — t«^) «34)c(i —m)^ 4(a>a -. bj8*) 5= ac(d — b), 4(iJa — cy*) = ab(d — c), 
4(b/3a — cya.) a d«(b -^*), 4(a«» — nsy?) s= db(a — *), ^a«* ^ bi3a>= dc(a — b), 

4(dja4.aÄ«)=2daf 4.bcf', 4(dJ» 4. b)ä*) = 2dbg 4-acg', 4(dSa 4. cy*)r=:2dch 4-abh^ 
40>i3H-<^*)=2bcf'4-daf , 4(aÄa4-cy?):;^2acg'4-dbg, 4(aÄ*4-bi3*)=2abh'4-dch ; 
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4(8» 4- «» — 2J* C08 4tf> == 4(/3»- + y*'— ißy tos nr'> Ä f f, • 
4(j2 + 13» _ 2J/3 eo» ä) != 4(a* 4- y* — *"*>* *<*' »' ) == gS'» 
4(5» 4. y» _ aXy C08 p ) = 4(<»* -i- ß^ —■ Mß cos p') = W«',. 

972n* = 4(**»* + h^ß* + «*y*.+ d»X'») + «»Hjd (•» + ^» + y» + >»), 

36n»f = 16^*»* - i>'c*, '• .s6n«P = i60»y» - d»«», 

^af 4. big 4. c*h = bcf -t" »cg 4- abh , 
a*f + b»li' + cÄg' == bcf -f dfcE'4- dbg'» 
a»g 4- «*li^ + Of =3 Rdg 4- diA' 4- daf , 
dah 4- a'g* 4- b»f is= äW» -f dbg'-f- daF» 

iBlÄtt fei? . . , _ 

dbc 4- dac 4- dab — • abc =; 4dJ» — abc == 36n* — 2aBc tS: D, • 
' abc 4- dao + dab — dbc ^ 4a«* — dbc ==: 36n* — • adbc = ^y 
" jibc + ä)c 4- dab — -dac = 4b/3a — däc = iön^ — 2dac = », 
" a£c + dl^c 4- da« — dab" i= 4cy* — dab s= 86n*,— «dab == C; 

\ - dab 4. d«c dbc - dbc =: daf ~ bcP = f (© + « - » — €>r 

- dab 4- dbc — dac — abc = dbg — acg' = J(JJ 4- »—« — €) , 
. d*c + dbc — dab — abc = dch — abh' = i(© 4- € - « — ®>» : 

ferner ' . , ' 

^ ^ S). 4^ ^ ^ 2) s= 4abc = «6(9n* — 4d8f) , 
2)4.g(4.(S,.Sf= 4dbc = i6(9n* — 4a««^, 
^4-8t-h€^» = 4dac = 46(9n* — 4b/3*), 

'© 4- » 4- 85 — S^ = ♦** = *6(9n* -*• 4«y*) r 

© + a =2daf , » + «= «bcP, 3)— « = «bc(d — a) , »— €= 2da(b^ c), 
© 4. » == «dbg, SJ +-€ = zacg'^ -O:^ »= iac(d — b) , « — € = 2db(a — c) , 
© + 6 =4dch, a +»i=2abh:'; ©^ ®r=«ab(d^e), 9( - » = adc(a^b), 

d© — a« == 86n* y — «) . b«.— c(5'= 36n« (b — c), 
dj> — b95=: 36na (d — • k), a« — cC = aöfl» C* — «X» ' ^ • 
, - , -dö — eg^ea söH» <d — o), a^ — bSB = ^^fP-C» ''-*V . - ' 
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2 t),, ©♦. * i.tt jboV Ar ' ' . \ 
11 tj. D* » • 6 < tt t\t ftdft B e titt ^ t» 

11 t^. f* 9 ai^ R^tt Ml. 

16 t). u» 'j;/BC5DYiijicl& SBenetu. \ ^ ^ 

2 tr» lt. '/ coorblriirVeii fiatt «o'oyrtitrteifr 
tt t). 0^ 9i flarr P. 

10 {»• 11. tf hg' ftiUt gh^ 

1 1^* tt. \ft ttt Dbibeti^ burdd^ ^^ bvtifM^ir Sti^att Oft ^yraitUbi DABC 

7 t^* m lle« f jlatt F. 
n fr. e* ^ +ii^^i) jlatt (2a — 1). 

14 IS •♦ ß «Cg) fNrtt ÄCg* 

f f jlrttt fiV ^ 

f i fiatt P, nnb g.ftaft g'. 

% a ffart h^ 

f * + b) jlatt b + 6. 

s 4NV* fbitt 2NV*. . ' 

« Iginri* — M jlÄtt 2 (iSmlT* — M>. 

9 &ttabtn ftaft ittc^^tn. . 
7 ». M. f P'G'H^ flart P'G'H. 



71»* tt. 

2 ». tt. 

2 fr. 9.. 
10 fr^ 9. 
19 fr. tt. 
Ift fr. ti. 

6 fr. tt. 

5 l>. M. 
5 fr. 9. 



• 51 « 16 t»* »• s h' flatt h. ' - 

• 55 • . 8 «)• 0» • (§. 29) ftdtt (ff. 5.) 

. » 4T « 17 !>♦ tt» « 20* 4- ya -. «a — |3*) (latt Ö* + y* — »a — jga). 
?tt S« 25 fe^e man wdf Solgenbe» ^nju: S« feien bie^ benSbetten F'G'H^ F^GH, CFH, 
H^FG gesemtber liegenbeti, Scfen ber^ oon ebet^biefen^neneingefc^lofTeneit^ breiedf igen 9)9« 
tamibe L,L',L",L"'; fo f^neltf^ |<le ifaneen L''LH L'L'^ L'L'% LL^ IJ^^^ LL"' btese« 
gendber Itegenben Tanten BC, AC, AB, DA, DB, DG, unb ixoat in einer nnb ber nindU 
jd^en ebene. STndE^ fd^neiben bie geraben £inien FA, GB, HC einanbet im Curd^fdS^nittfe 
yunfte ber ^erabenJinie JD mit ber ebene ABC, nnb bie jeraben «inien h'P^ L''G',L'^'H' 
fd^neiben einofnbet im Z)ttr<(^(t^aiM))unft ber geraben Sinie JD mit ber ebene F'G'H^ Hai 
^itnüd)^plit,i>t^J^m^t^^^^^ pH', CQU LP', V'H. I^r^t»*-»^'* ©tt !§^s 

Sit. ber bjreiecfiaen qJ^ramibe, »el*e bie.r»ier Cnr4^&l(^nirt6pnn!te,ber |jer<^tiftt «Inie» 
i, JB, JC mit ben ebenem F'G'HS^F^GH, .G'PH, H'FiG 'bejlimipen, ij! aleld) * 

48ai>cin : (1 + 2a) U -f 2l)) (1 + 2C) (1 + 2d). ^ 

Jim enbe be« S- 30 feje man no^ftinjnrwofeev folgt: 

o = wii ä.V^tI- n"/3 -V^ß +.»?^ y, -Vf* * 

= sin « . V/^f — 8in '/3' • V^^'' — sin y/ . V/^h> "^ 

'^ = 8ia y ..Vr:h -f ein ä' . V^ -^ An ß' . V^g^. 
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